La Ciencia
para Todos

Desde el nacimiento de la coleccién de divulgacion cientifica
del Fondo de Cultura Econémica en 1986, ésta ha mantenido
un ritmo siempre ascendente que ha superado las aspiraciones
de las personas e instituciones que la hicieron posible. Los cien-
tificos siempre han aportado material, con lo que han sumado a
su trabajo la incursién en un campo nuevo: escribir de modo
que los temas més complejos y casi inaccesibles puedan ser
entendidos por los estudiantes y los lectores sin formacion cien-
tifica. _

A los diez afios de este fructifero trabajo se dio un paso ade-
lante, que consistio en abrir la coleccion a los creadores de la
ciencia que se piensa y crea en todos los ambitos de la lengua
espafiola —y ahora también del portugués—, razon por la cual
tomo el nombre de La Ciencia para Todos.

Del Rio Bravo al Cabo de Hornos y, a través de la mar Océano,
a la Peninsula Ibérica, estd en marcha un ejército integrado por
un vasto nimero de investigadores, cientificos y técnicos, que
extienden sus actividades por todos los campos de la ciencia
moderna, la cual se encuentra en plena revolucién y continua-
mente va cambiando nuestra forma de pensar y observar cuanto
nos rodea.

La internacionalizacion de La Ciencia para Todos no es s6lo
en extensién sino en profundidad. Es necesario pensar una cien-
cia en nuestros idiomas que, de acuerdo con nuestra tradicion
humanista, crezca sin olvidar al hombre, que es, en tltima instan-
cia, su fin. Y, en consecuencia, su proposito principal es poner el
pensamiento cientifico en manos de nuestros jovenes, quienes, al
llegar su turno, crearan una ciencia que, sin desdefar a ninguna
otra, lleve la impronta de nuestros pueblos.
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El tiempo ha llegado, dijo la Morsa,

de hablar de muchas cosas,

de zapatos, de barcos y sobres lacrados,
de coles y reyes.

Ahcia a través del espejo, LEWIS CARROLL

Ver el mundo en un grano de arena

y el cielo en una flor silvestre,

Asir el infinito en la palma de tu mano
y la eternidad en una hora.

Augurios de inocencia, WILLIAM BLAKE



INTRODUCCION

El hombre es mortal por sus temores
e inmortal por sus deseos.

PITAGORAS

Comenzaré refiriendo mis temores. Escribir un libro de ma-
tematicas para un piblico amplio es un reto muy atractivo del
que no parece facil salir bien librado. La sensacion es parecida
a la de tocar sonatas de Bach ante un publico que creia que
iba a escuchar un concierto de rock. O a la de ir a dar una
conferencia de divulgacion de matematicas a una preparatoria
para descubrir, cuando ya estd uno ante un auditorio de 100
personas, que por equivocacién anunciaron que la conferencia
tendria como tema la sexologia. Esto iiltimo me pasé6 hace afios
en una preparatoria en Puebla. Cuando aclaré al auditorio el
error muchos se salieron, pero los que se quedaron, y fueron
bastantes, no la pasaron mal. _

Sé que la mayor parte del auditorio que tengo enfrente piensa
que las matemadticas son feas, frias, aburridas y dificiles. Yo
y muchos otros matemdaticos sabemos que esto no es cierto:
las matematicas son bellas, calidas, apasionantes y no siempre
dificiles (de hecho, a veces, cuando entiende uno bien las cosas
pueden ser claras y sencillas). Este libro constituye un intento
de convencer al lector de que las matematicas pueden ser asi.
La tdnica manera que tengo de hacerlo es mostrdndole algunas
de las cosas que me gustan.
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En este libro vamos a hablar de digebra. Bueno, de algunos te-
mas de dlgebra. Algunos seran familiares para el lector, como'el
teorema de Pitdgoras o las ecuaciones cuadraticas. Otros serin
nuevos. Entre otras cosas, el lector ercontrard aplicaciones de la
teoria de matrices para la prediccién de resultados de partidos
de baloncesto; encontraré un estudio acerca de la teoria de los
autématas y sus lenguajes y su relacién con la reciente de’rrota.
de Kasparov “a manos” de una. computadora; encontrara una
explicacién de la demostracién del dltimo teorema de Fermat,
sobre la que escribieron todos los periédicos del mundo en 1994.

Hay dos cualidades en particular de las matemadticas que
queremos mostrar al Jector: N

Las matemdticas son itiles. Encontramos a las matematicas
en la solucién de problemas muy variados. Desde problemas de
conteo, hasta problemas fisicos, quimicos, ornamentales, depor-
tivos y otros. En todos estos campos, el comin denominador es
la eficiencia con que funciona la maquinaria matematica.

Las matemdticas son una ciencic viva. Por alguna extraia
razén se tiene la falsa idea de que las matemdticas forman un
cuerpo de conocimiento completo, escrito en ]'ibros s6lo com-
prensibles para algunos iniciados: los matematicos. A este res-
pecto puedo referir una anécdota. Una vez iba a entrar en un
pafs en el que se requeria visa. Me preguntaron en la Oiicina
de Migracidn:

—;Cudl es su ocupacién?

-—Investigacién en matematicas.

—;En qué drea?

—Algebra. )

—iImposible! Si me dijera que en cdlculo, tal vez lo creeria.
Pero en dlgebra ya se sabe todo.

Por supuesto, esto no es asi. El ejemplo reciente mds famoso
es la solucién que dio en 1994 Andrew Wiles a un problema
que fue planteado a principios del siglo Xvii. Pero menos famo-
s0s que este problema, hay miles de problemas en los que los
matematicos trabajaron el dia de hoy.

Hablemos ahora un poco sobre el contenido y la organizacion
de este libro. Nuestra presentacién de los temas serd més o me-
nos cronolégica, de manera que a lo Jargo de los capitulos toca-

12

remos temas de: gritmélica, teoria de nimeros, teoria de matri-
ces, dlgebra abstracta y finalmente dlgebra y computacion. Los
capitulos son independientes entre si, aunque en ocasiones se
supone que alguna notacién o algunas ideas ya son conocidas.
Los primeros cuatro capitulos tratan problemas matematicos
cuyo planteamiento data de siglos atrds; éstos son generalmente
numéricos (por ejemplo, problemas de conteo y de solucién de
ecuaciones). Los siguientes cuatro capftulos tratan lo que ge-
neralmente se llama dlgebra moderna, es decir, la que se ha
desarrollado de finales del siglo pasado hasta nuestros dias. Los
problemas que se estudian en estos capitulos comprenden es-
tructuras algebraicas abstractas (por ejemplo, grupos y matri-
ces). En el dltimo capitulo damos algunos detalles biograficos
de los matematicos mas importantes que tratamos a lo largo del
libro. Al final de algunos capitulos el lector encontrard proble-
mas. Algunos aparecen con soluciones completas, otros no. El
libro cierra con una seccidn de referencias comentadas que debe
servir al lector interesado para obtener otras lecturas que le
permitan profundizar en temas que hayan despertado su curio-
sidad.

Algunas partes del libro se pueden leer como un recuento
histérico y anecddtico salpicado con unas pocas ideas matema-
ticas. Otras son mas dificiles. El lector no debe desanimarse
si no entiende algunas cosas. Si durante una primera lectura
encuentra partes demasiado dificiles, puede saltdrselas y pasar
al siguiente parrafo, seccién o capitulo. Tal vez en una scgunda
lectura las cosas que fueron dificiles la primera vez comiencen
a aclararse. Como ayuda para que el lector sepa cudles son las
secciones mas dificiles, las hemos marcado con un asterisco,
asi: {¥),

Las verdades matematicas se llaman teoremas. Para llegar
a establecer fa validez de un teorema se requiere una demos-
tracion rigurosa que sea aceptada por cualquier matematico en
ctalquier tugar del mundo. Por ello, la dnica manera de tener
una impresién del trabajo matemdtico es ver algunos teoremas
y los pasos del razonamiento que llevan a establecer sus demos-
traciones. A o largo del libro el lector encontrard muestras de
teoremas, algunos con demostraciones, otros sin ellas. Ei lector
puede evitar la lectura de las demostraciones de algunos teore-
mas sin que eslo afecte su comprensién del texto. Sin embargo,
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el verdadero espititn de las matematicas se halla en los razo-
namientos que llevan a la prueba de los teoremas; la claridad
de estos razonamientos es también la fuente de la belleza ma-
temdtica. El lector que sienta curiosidad por la demostracién
de algin resultado que solo se menciona en este libro, encon-
trard recomendaciones de otros libros de divulgacidén y textos
matemadticos en las referencias comentadas al final del libro.
Antes de terminar esta introduccién, quiero insistir en algu-
nas de las cosas que este libro no es. Este libro no es un libro
de texto. Es decir, no se trata de que el lector aprenda muchas
cosas, que entienda todo y que al final se le haga un examen.
Témese este libro en forma relajada y sin formalidades. Pero,
por otra parte,’este libro no es wna novels. Es decir, tampoco
se puede leer a ratos, sin concentracién y sin prestar mucha
atencion. Si asi se hace, poco se entenderi. Leer este libro exi-
gird algo del lector. Pretende ser un libro de matem4ticas. Si
fuera un libro sobre matematicas, hubiera sido mds ficil hacerlo
y el lector lo podria tomar como una novela. Por lo tanto, el
lector debe estar listo para hacer matemdiicas. Para ello, debe
tener lapiz y papel a mano, repetir en ¢l papel lo que se haga
en ¢l libro, rehacer y completar sus temas y pensar.
Terminaré hablando de mis deseos: que después de leer este
libro el lector haya entendido algunas cosas y que le hayan pare-
cido interesantes, bellas o divertidas, al menos algunas de ellas.
Por supuesto, esto puede ser demasiado ambicioso. Veremaos.
Finalmente, quiero agradecer a mi hermano Ricardo, a Mi-
chael Barot y a Carlos Daniel Amero por la cuidadosa lectura
del texto y sus comentarios. También a Ruth y a Walter que le-
yeron algunos capitulos; a Elias Vigueira y Omar Guerrero por
su trabajo fotogrifico y a Gabriela Sanginés que me ayudé con
el formato final. Las ilustraciones de los personajes que men-
cionamos las podrdn ver en los dibujos que yo realicé, pues no
pudieron hacerse con fotografias por problemas técnicos. Por
supuesto, agradezeo al Instituto de Matemadticas de la UNAM
por el Tico ambiente matemdtico donde trabajo cotidianamente
 en particular a mis colegas y estudiantes del grupo de Repre-
“sntaciones de Algebras.
Al llegar al final del proceso de elaboracién de este libro
!sscubro que atin hay muchas ideas que me gustaria desarrollar,
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modificaciones que me gustaria hacer. Pero en algitn momento
tiene uno que concluir.

México, noviembre de 1997,

Un hombre se propone la tarea de dibujar el mundo.

" Alolargo de los afios puebla un espacio con imigenes
de provincias, de reinos, de montaiias, de bahias, de
naves, de islas, de peces, de habitaciones, de instru-
mentos, de astros, de caballos y de personas. Poco
antes de morir, descubre que ese paciente laberinto
de lineas traza la imagen de su cara.

El hacedor, JORGE LUIS BORGES
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I. De los dedos de las manos
a las computadoras

Dios hizo los nimeros naturales,
lo demds es creacién de los hombres.

GIusePPE PEANO

Las dos primeras preguntas que hace un adulto a un nifio que
se encuentra por primera vez son: ;Cémo te llamas? y jcudntos
afios tienes?

Generalmente, si el nifio puede contestar la primera pregunta
también podra contestar la segunda, aunque sea indicando la
respuesta con los dedos.

En efecto, el primer contacto de un nifio con las matematicas
se da muy pronto en su vida. El pequefio aprende su edad y a
contar algunos de los objetos que le rodean. Al menos hasta el
diez, el nimerc de dedos de las manos.

Los primeros hombres, como todavia lo hacen algunos pue-
blos primitivos, sélo necesitaban nimeros pequefios y los for-
maban con los dedos de la mano. A medida que la sociedad fue
evolucionando, hubo que hacer cdlculos més complicados. Lo
primero que se tuvo que hacer es encontrar la forma de indi-
car nmeros mayores que diez. Por ejemplo, usando los dedos
y otras partes del cuerpo, los miembros de la tribu sibiller de
Nueva Guinea, cuenian hasta el 27. En la figura L1 se ve un
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Figura 1.1. Nifio imitando la forma de contar en la tribu sibiller,

nifio que imita Ja manera de contar de esta frity ¥ utiliza su
indice derecho para sefialar los dedos de la mano izquierda para
contar del 1 al 5. Después usa su mufeca izquierda, antebrazo,
codo, biceps, clavicula, hombro, oreja y ojo para contar del 6
al 13. La nariz es €l 14, Iuego sefialando con el indice izquierdo
baja del ojo hasta el mefiique para los nimeros del 15 al 27.
Un pueblo tan avanzado como el de los romanos tenia un
sistema de numeracién bastante primitivo y poco prictico. To-
dos conocemos los riimeros romanos I I, HI, IV, V... Para
convencerse de lo poco prictico de este sistema de numeracién
basta tratar de efectuar una suma como XLI + XCIX. En la

figura 1.2 se puede comparar cémo se escriben los Primeros nu-
merales en diferentes culturas.
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Figura I.2. Los numerales en difereittes sistemas de numeracién.

Se cree que la notacién que usamos para los numerales —1,
2,3,4,5,6,7,8,9— tiene origen hindd. Alrededor del siglo X los
arabes tomaron estos conocimientos de los hinddes e introd uje-
ron su uso en Espaiia, de donde posteriormente pasaron a toda
Europa. La forma de nuestros nimeros nos es tan familiar gue
no estamos conscientes de la lenta evolucién por la que pasaron

a lo largo de siglos. En la figura 1.3 podemos ver algunos pasos
de esta evolucién.

19



Hindt,igo X1 7 5 3 ¥ LR IR Faady
Arébigo (Ghobari), siglo XI 1 2 3 w5 6 783

Ardbigo oriental, 1575

[YYvAyva g,
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1234 56 7890

Contempordneoc 1 2 3 4 5 6 7-8 9 0

Figura 1.3. La evolucién de Jos nimeros ardbigos.

Parece que el sistema posicional en base 10 que usamos co-
menz6 a usarse en la India alrededor del afio 500 de nuestra era.
Una vez conocido este sistema, los linicos digitos importantes
son los que denotan del 1 al 9 y el 0, que son los que se conser-
varon y evolucionaron hasta llegar a los nimeros actuales. Pero
la notacién posicional no se popularizé sino hasta el siglo 1x,
después de que el matemdtico Al-Juarizmi de Bagdad (Moha-
med ibn Musa) escribié un tratado de aritmética dirigido a los
comerciantes donde recomendaba el uso de este sistema. Luego,
poco a poco, €l sistema decimal fue siendo aceptado en Europa.
Es interesante saber que en el siglo X111 el gobierno de Floren-
cia dicté leyes contra este sistema, pues se decia propiciaba
la falsificacién de billetes de banco, que podian ser ficilmente
alterados para tener otra denominacién.

SISTEMAS POSICIONALES

Considere un ntdmero positivo en nuestro sistema de nume-
racién, como por ejemplo e} 23 167. Sabemos desde la primaria
que el primer digito a la derecha (en este caso, el 7) corresponde
a las unidades, el siguiente hacia la izquierda (el 0} a las de-
cenas, luego (el 1} a las centenas y asi sucesivamente. De esta
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manera tenemos que 23 107 es una abreviatura de la expresidn:

23107 =2x 10000 +3x 10004+ 1 x 1004 0x10+7x 1
=2x 10" +3x10°+1x10%+7x10°

donde usamos la convencién de que 10™ = 10 X 10 X --- x 10
{m veces) representa un 1 segunido de m ceros. Mas en general,
cualquier entero positivo n puede representarse en notacion de-
cimal como:

n=daelr_1...09
donde cada letra a; es un digito entre 0 y 9, de forma que la
expresién de n en notacion decimal es una abreviatura de:

n=a, 10" +a,_;- 107 4 - - 8.

En el ejemplo de arriba, tenemos que ag = 7,ay = 0, ay = 1,
az = 3 y a4 = 2 para formar el nimero 23 107. Todo esto puede
generalizarse tomando un entero positivo cualquiera b > 1 como
base. Cualgquier nimero n puede escribirse como:

n=br'br+br—1'br-1"’+bﬂ

con b,,b, 1,...,0g nimeros enteros.entre 0,1,...,b— 1. La ex-
presion obtenida de esta manera:

n= b,-b,»_.] bg

se llama la representacion posicional de n en base b.
Por ejemplo, el nimero 23 107 se escribiria en base 8 de la
siguiente manera: 55 103, ya que:

5x8 +5x8 +1x87+0x8 +3x8°

= 20480 4 2560 + 64 + 3 = 23 107.
Donde, por supuesto, 81 = 8 x 8 x 8 x 8, 83 = 8§ x 8 x 8, etcétera,
En base 16, este mismo mimero 23 107 se escribiria 5 43, donde

la letra “a” denota el nimero 1 correspondiente a la base 16,
osto es:

5x 1654+ 10x 162 +4x 1643 = 23107.
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Varios sistemas posicionales con diferentes bases han sido
us'ados a lo largo de la historia, aunque la base 10 ha sido I do-
minante. Por ejemplo, los mayas usaban base 20, los babilonios
usaban base 60. Para indicar la hora, nuestros relojes hoy en dia
usan todavia una combinacién de base 12 y base 60 (si decimos
que son las 2 horas 23 minutos y 11 segundos de la maiana, que-
remos decir que han transcurrido 2 x 60% 4 23 x 604 11 = ’8 591
segundos del dia).

El sistema posicional de base 2 se llama sistema binario y es
el,mstema que utilizan las computadoras electronicas. Nuestro
nimero 23107 se escribe como 101101601000011 en sistema
binario. (;Por qué?) '

La razén por la que el sistema binario se utiliza en las com-
putadoras es la siguiente: podemos pensar en una fila de focos
que ppe@en estar apagados o prendidos. Si.un foco estd apa-
gad'o indica que en ese lugar el digito correspondiente es 0, si
estd prendido el digito es el 1. Asi nuestro nimero 23 107 se
puede ver como la fila de focos siguiente:

‘\1'-_,/- :\\l:/):\l'-//c ‘}\1 ’ 5\\ ' \\‘h/ ! '/z
vl vl 2ol L e T4 Lonys
Figura 1.4. E] nimero 23 107 en sistema binario.

’Un-a. computadora furiciona por medio del flujo de la corriente
eléctrica. De esta manera, un 1 indica que la corriente pasa por

una puerta magnética, mientras que un 0 indica que la corriente
no puede pasar por la puerta correspondiente.
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ABACOS ¥ COMPUTADORAS

“; Puedes sumat?” Pregunio la Reina Blanca,
«;Cuanto €s uno y Uno y uno y uno y uno y uno
¥y une y uno y uno?”’

“No s€”, dijo Alicia, “perdi la cuenta”.

“No sabe sumar”, interrumpid la Reina Roja. ..

Alicia a través del espejo, LEWIS CARROLL
Contar es el uso mas elemental que se da a los ntimeros. Tam-
bién se hacen operaciones con ellos: sumar, restar, multiplicar,
dividir, y tal vez otras operaciones mas complejas.

La mayoria de los sistemas de numeracién gue se usaron en
Ja Antigiiedad no eran muy adecuados para realizar operacjo-
nes. Solamente la introduccién de los sistemas posicionales (en
particular, el de base 10) facilitc las operaciones aritméticas.

Desde tiempos remotos se ha tratado de disefiar aparatos que
simplifiquen y hagan més rdpidas las “cuentas” aritméticas. Tal
vez uno de los mas antiguos es el dbaco, que es un invento simple
y eficiente que aiin se usa en muchos paises. Aparentemente fue
inventado en Babilonia hace mds de 5000 afios, pero son los
chinos los que lo Hevaron a la forma en que se usa actualmente.

El ibaco tiene fichas méviles colocadas en filas en un tablero.
Cada fila tiene 5 fichas divididas en 2 grupos: un grupo tiene 4
fichas, el otro sélo una. La primera fila indica las unidades, la
segunda las decenas, la tercera las centenas y asi sucesivamente.
La ficha aislada de la primera. fila vale 5, todas las otras valen
1; la ficha aislada de la segunda fila vale 50, las otras 4 valen 10
cada una, etcétera. Para escribir un namero se hace en sistema
decimal pegando las fichas necesarias al travesano intermedio
del dbaco. En la figura 1.5 indicamos como se escriben algunos
niimeros en el abaco.

Sumar cou el dbaco es sencillo. Por ejemplo, consideremos la
suma de 347 y 282. Escribimos el primer nimero en el abaco. bEn
seguida tratamos de agregar el segundo nimero con las fichas.
Comenzamos por las centenas: agregamos 2 fichas. Seguimos
con las decenas: debemos agregar 8 fichas, pero no las hay dis-
ponibles. Pero 80 = 100 — 20, entonces si agregamos una ficha
en 1a fila de las centenas y quitamos 2 en la fila de las decenas.
habremos sumado 80. Sumar 2 unidades es sencillo. El resul-
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Figura 1.5. Contando con e] ibaco.

(@] (S| i

TIVI YET L T Tg”fg
304 3 4200 +30:va00-20 +2
15 h 1 =6 2 1 =6 2 9,

Figura [.6. Sumando 347 4 282.

tado de la suma queda escrito en el 4baco. En la figura 1.6
Hlustramos los pasos anteriores.

Hasta hace unos 20 afios eran frecuentes los torneos arit-
méticos en que se enfrentaban personas que usaban el ibaco
hibilmente (generalmente orientales) en contra de personas con
calculadoras electrénicas. El resultado era que el ibaco se im-
ponia siempre. No sé cudn veridicas sean estas historias, pero
es cierto que en algunos paises, como China y Japén, hay una
gran tradicién del uso del dbaco y algunas personas lo saben
usar con habilidad sorprendente.

Muchas han sido las maquinas que los hombres han inventado
para facilitar las operaciones. Es sorprendente que, en 1900,
unos pescadores encontraron en el mar Egeo parte de un me-
canismo con engranajes que parece datar de la Grecia clisica.
Aparentemente este mecanismo formaba parte de una calcula-
dora que permitia hacer operaciones aritméticas. En tiempos
més cercanos, en el siglo xvit, John Napier construyd una cal-
culadora de bolsillo para multiplicar. Blaise Pascal, en Francia,
construyé una maquina que permitfa sumar y restar mecinica-
mente. Ciertamente el tamafio de esta miquina era mucho ma-
yor que el de una moderna calculadora de holsillo.

Alrededor de 1830, el matemdtico e inventor inglés Charles
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Babbage diseno una maquina programable. el “ingenio anali-
tico”, que es el precursor de las modernas comiputadoras digi-
tales. Babbage queria que su maquina tuviera la capacidad de
realizar cualquier operacidn aritmética con base en instruccio-
nes de tarjetas perforadas, una unidad de memoria en donde se
almacenaran nimeros, una unidad de control secuencial y casi
todos los elementos que contiene una moderna computadora,
Su maquina nunca pudo funcionar debido a problemas técnicos
con la fabricacion de piezas delicadas. Sus proyectos fueron ol-
vidados y se volvié a saber de ellos sélo con el descubrimiento
de sus diarios en 1937. Sin embargo, las ideas de Babbage eran
correctas y él, junto con Ada Lovelace (hija de Lord Byron),
fueron los primeros en idear lenguajes de computadora. A Lo-
velace se atribuye la frase “las computadoras sélo saben hacer
lo gue se les indica que hagan”, sin embargo crefa que el “inge-
nio analitico” podria componer refinadas piezas de misica de
cualquier complejidad y extensién.

A partir de los afios cincuenta, el acelerado crecimiento y
desarrollo de la tecnologia de las computadoras han tenido gran

Figura 1.7. Componente de una computadora moderna.
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repercusion en el mundo y lo han modificade de manera per-
manente. En 1946, la primera computadora electrénica, ENIAC,
comenzé a funcionar en la Universidad de Princeton; era capaz
de realizar 5000 sumas por segundo. En la actualidad hay su-
percomputadoras que pueden efectuar millones de operaciones
por segundo. Hoy, practicamente todas las actividades humanas
estin relacionadas, controladas o apoyadas por alguna compu-
tadora. Pero su uso se masificd hace menos de 15 afios, con la
llegada de las computadoras personales que han permitido a
mucha gente el acceso directo a la computacion.

ADIVINA EL NUMERO
QUE ESTOY PENSANDO

Orne and one and one is three.
Try to be good looking cause you're so hard to see.

“Come together”, Los BEATLES

Hay un juego Hamado las “Veinte preguntas”. Alguien piensa

el nombre de un personaje historico y los demas tienen que adi-

vinar de quién se trata haciendo sélo 20 preguntas que pueden

contestarse con “si” 0 “no”. Proponemos la siguiente variante

del juego. Se le pide a alguien que piense un niimero entre 1

y 1000000. Hay que adivinar el nimero haciendo cuando mis
1 ]

20 preguntas que puedan contestarse con “si” o “no”. ;Cuadles
preguntas hay que hacer para ganar?

Solucign, La solucién es usar el sistema posicional base 2. Co-
mencemos por niimeros pequefios. ;Cudntas cifras se requieren
para escribir 13 en base 27 En base 2, el nidmero 13 es: 1101,
Se requieren cuatro cifras. Podriamos por tanto saber que la
otra persona ha pensado el nimero 13 haciendo cuatro pregun-
tas. ;Cuadles? El “1” mas a la izquierda de 1101 quiere decir
que nuestro ndmero es mayor o igual que 2° = 8; ol siguiente
“1” quiere decir que de los 8 niimeros que quedan entre 23 = 8
y 2! = 16, nuestro nimero esti en la mitad de mds arriba
(es decir, es mayor o igual que 23 + 22 = 12); el siguiente
“0” indica que de los numeros que quedan (12, 13, 14, 15 y
16), el nuestro esti en la mitad de abajo (es decir, es menor
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que 2% + 2% + 2! = 14). El Gltimo “1” wbica ~rocisamente al
numero 13.

Regresemos a la pregunta original. Usando una calculadora
sabemos que 2%¢ = 1048576. Por lo tanto, todo nimero entye
1 y 1000000 requiere 20 cifras para ser escrito en sistema bi-
nario. ;Cuales son las preguntas que hay que hacer entonces en
nuestro juego?

1) ;Es tu nimero mayor o igual que 2'% = 5242887 §i la
respuesta es afirmativa, nuestro nimero comienza con “1”7 en
la posicién 19 en base 2. Si es negativa, comienza con “0”,

Si la respuesta a la pregunta 1 fue afirmativa, entonces la
pregunta 2 debe ser: ;Es tu ndmero mayor o igual que 219 4
218 — 7864327 En caso afirmativo, nuestro nlimero comienza
con “11” en base 2. Si es negativo comienza con “107.

Si le respuesta a la pregunta 1 fue negativa, preguntamos
ahora: ;Es tu nimero mayor o igual que 2'® = 2621447 En
caso afirmativo, nuestro niimero comienza con “01” en base 2.
En caso negativo, con “007.

Al final de las 20 preguntas, conoceremos el nimero que la
otra persona pensé en base 2 (y entonces también, facilmente,
en base 10).

Martin Gardner sugiere la fabricacién de “cartas para adivi-
nar el pensamiento” basadas en este principio. Para ello basta
reproducit en papel las seis cartas que a continuacién damos.

1 3 5 7 9 1171315 2 3 6 7 10 11 14 15
17 19 21 23 25 27 29 31 18 19 22 23 26 27 30 31
33 35 37 39 41 43 45 47 34 35 38 139 42 43 46 47
49 51 53 55 57 59 61 63 5G 51 54 55 58 5Y 62 63

4 5 6 7 12 13 14 15 8 § 10 11 12 13 14 15
20 21 22 23 28 29 30 31 24 25 26 27 28 29 30 31
36 37 38 39 44 45 46 47 40 41 42 43 44 45 16 47
52 53 b4 5b 60 61 62 63 56 57 58 59 60 61 62 63

16 17 18 19 20 21 22 23 32 33 34 35 36 37 38 39
24 25 26 27 28 29 30 31 40 41 42 43 44 45 46 47
48 49 50 b1 52 53 54 55 48 49 50 Bl 52 53 54 55
56 5T 58 59 60 61 62 63 56 AT K8 BY 60 61 62 63
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Se pide a una persona que piense un nimero entre 1 y 63
¥ que no nos lo diga. Le damos las 6 cartas y le pedimos que
nos indique las cartas donde su niimero no aparece. jInmedia-
tamente nosotros adivinamos el niimero que pensd!

i Cémo lo hacemos? Muy sencillo: 1a carta que comienza con
1 contiene todos los niimeros entre 1 ¥ 63 que tienen “1” en el
lugar de las unidades cuando escribimos e} numero en sistema
binario. La carta que comienza con 2 contiene todos los ndmeros
que tienen “1” en el lugar de las decenas en sistema binario y asi
sucesivamente. Por ejemplo, si la persona pensd “30” nos indica
entonces las cartas que comienzan con 1 ¥ 32. ;Qué hacemos
nosotros? Sumamos los primeros nimeros de las cartas que no
nos indicé (las que sf contienen a 30),estoes, 24448416 = 30.

II. Un mundo
hecho de niimeros

El mimero es el origen de todas las cosas,

PLATON

LA FILOSOFiA y la ciencia como ocupaciones vilidas y tras-
cendentes nacieron en la Grecia antigua. Lo hicieron cuando
el hombre se comenzé a preguntar por el orden de los sucesos
de su entorno, cuando se dio cuenta de que no todo sucede al
azar. En esta época no habia divisiones para las dreas del cono-
cimiento humano, todo formaba parte de una disciplina iinica:
la filosoffa.

Segtin Bertrand Russell, el primer filésofo griego en hacer de
su interés una forma de vida fue Pitdgoras. Poco se sabe de su
vida. Nacié en Samos y vivia ahi alrededor del afio 544 a.c.,
cuaitdo reinaba el tirano Policrates. En algiin momento Pit4-
goras no soportd la tiranfa v pasé a vivir en Crotona, en el
sur de Italia. Alli fundé una escuela filoséfica que florecié hasta
510 a.c. Protestas en contra de la escuela hicieron salir a Pita.
goras hacia Metaponto, donde permanecid hasta su muerte,

28

Figura IL1. Pitigoras.

La escuela pitagérica dio inicio a la tradicidn cientifica y en
particular a las matemiticas. Otro elemento que tenia un pa-
pel importante en su filosoffa era la misica. Pitdgoras descubrié
las relaciones numéricas simples que [lamamos intervalos mu-
sicales: si una cuerda afinada se pisa a la mitad sonard una
octava mas arriba; si su longitud se reduce a tres cuartos, en-
tonces swena un cuarto mds alta: si su longitud se reduce a
dos tercios, sonari una quinta mds arriba. Parece ser que estos
descubrimientos permearon muchas de las ideas posteriores de
Pitdgoras.



La base de su filosofia es que todo en la naturaleza ge puede
entender por medic de los nimeros. De hecho, por refaciones
simples entre niimeros enteros, como en las fracciones de Jas
cuerdas musicales. Para entender el mundo, primero se debe
entender los nimeros. Desde entonces es éste uno de los con-
ceptos centrales de la ciencia,

Los pitagéricos desarrollaron fepresentaciones de nimeros
por medio de disposiciones de guijarros. Pensaban que toda
la materia estaba formada, por particulas indivisibles Y que la
variedad de formas encontradas ep la naturaleza no sélo de
pende de la cantidad de estas particulas, sino también de la
disposicién espacial de ellas. Por ello clasificaron los nimeros
de acuerdo a Jos arreglos que se podian formar con el correspon-
diente nimero de guijarros, Por ejemplo, 1, 3, 6, 10, 15, ete.,
son nimeros {riangulares porque se puede formar tridngulos
con ellos,

También introd ujeron los nitmeros cuadrados {1,4,9,16,.. &),

- .3 6 10
Nimeros triangulares & e
[ I »
f » [ ] L »
» " - D » »
1 4 9 16
Nimeros cuadrados ' .,
» = ]
- » L]
i » [ ] A %
. 2 . Q - -
» . » L] o
1 5 12 22

Nimeros pentagonales

Fignra I1.2. Ndmeros triangulares, cuadrados, pentagonales.
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{ F e t-
wales {1,5,12,22,...), hexagonales (1.6, 15,28,.. ), e

pentagOl(_Iuél es el patrén general de estos nimeros? Si llama-

Ceterta“ ;l mimero tria.ngular n-ésimo, entonces tenemos que:
mas tp ds

s
o= teatn= 1424k (n= Dt = In(n 1)
glnlector interesado puede ver una demostracion de la dltima

ipualdad en la biografia de Gauss en el capitulo IX.
1B

§i Hlamamos ¢, al n-ésimo nimero cuadrado, obtenemos:
ol T
en=nf=[(n-1)+1)
=(n-17+2(r-1)+1
=t 1+ 2{n—-1)+1.

Donde hemos hecho uso de la férmula del cuadrado del binomio:
onde
(a+b)? =a®+ 20b+ b2,

Figura 11.3. Arreglos de nimeros hexagonales para formar sélidos.
B 3.

Esto comienza a mostrar un patrén puesto que 1, = I:lt__l +
{n—1)+1. En efecto, para los nimeros pentagonales p, se tiene

que pp = pn-1 + 3(n— 1)+ 1 y de aquif se calcula:
Pa=1+5+124 - +3n-2)+14+3(n—1)+1

= (Ll - 3 )48l T4 oo B0 24 il
TS T,
={n- 1)+§\n-—ﬂn: 511[2+.3(n 1)]
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Figura I1.4. Armado del icosaedro. Todas Jas caras son tridngulos equilite-
ros, hay 12 vértices ¥ 20 caras,

Férmulas similares se encontraron para los nimeros asocia-
dos a poligonos regulares de cualquier néimero de lados, La
idea de los pitagdricos es que con estos niimeros como bloques
bdsicos se podian formar todos los cuerpos sdlidos. Por ejem-
plo, sobreponiendo “pisos” de hexagonos se obtiene un prisma
hexagonal. También describieron cémo construir los sélidos re-
gulares por principios simples “de armado”. Ilustramos esto en
la figura I1.4 que describe cémo armar el icosaedro,
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EL TEOREMA DE PITAGORAS

ras el descubrimiento del 'famos:i') tzc::lr;l;
aombre. Aungue no se sabe cudl era amia =
e tenia del teorema, se sa.bg que conc';mﬁ ;;,de_
i imera en comprender la importancia de 1::1[1 e
escuela fue : pl;;lema’,tica rigurosa. Asi, la demostracion de i
HE ml? los trisngulos vale para todos los, trla.ng;l 'd,-;
i g l.ee].los que tenemos enfrente. Ademas, es v ;:
nod‘r’élong?éitzg:ente de los hombres y del tiempo. Es eterna.
indepe

Ge atribuye a Pitago

itud
Dado un tridngulo recidngulo con catetos de longitu

iy se liene la siguiente relacion:

a y b e hipotenusa de longitud c,
a4+ b2 = ¢t

Consideremos el tridngulo de la figu-

Primera demostracion. e

ra IL.5, donde indicamos los sngulos o, By 7-

- s x °. en-
® ge . los angulos internos de un tridngulo suman B0
omo

+ 3 = 90°. Entonces podemos disponer cuatro trian-
a = 90°.
;?:;;:siguales al dado como en la figura 11.6.

Figura I1.5.
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Figura IL6.

Si A es el drea del trid
riangulo d ; :
del cuadrado externo Como% ado, podemos calcular el 4rea

ct=4 —-§)? = L
A+(a—b)2=4 5ab +a®~2ab4+ 62 =2 + 52 O

Hay muchas otras
; pruebas del 4.0 .
guiente es corta y elegante. teorema de Pitigoras, la si-

g . D]

®

- —A

Figura 11.7.

Los tridngulos con vérti
05 & : tces BCD y ACD son simi
. < nilares
:13;1111', u1;llenen los mismos dngulos). También son simi?;fzs(z?
gulo completo ABC. Aunque no sepamos la longitud de
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todos los lados de los tridngulos, sabemos que las longitudes de
Jos lados correspondientes de tridngulos similaies son propor-
Cionalmexig_ig_u_ailes,gs_dg:i_r, para los tridngulos ABC y ACD
ce tiene: AC/AD = ABJAC, o sea:

b

i

o0
'

Similarmente, asando los tridngulos ABC y BC'D tenemos:

a

[ 4
c—z @
Estas ecuaciones se pueden reescribir como:

bz—_-c:rzcz-—az. O

La primera de las demostraciones que hemos presentado pa-
rece ser janterior a Pitdgoras! En efecto, en el libro chino Chou
pei suang ching, que data probablemente de 1000 anos a.c.,
aparece una ilustracién muy similar a la de la primera prueba
del teorema de Pitdgoras. De hecho, en China nadie sabe qué
es el teorema de Pitagoras puesto que al famoso enunciado lo
conocen como €l teorema de Chou. Esta demostracion también
es esencialmente la que presenta Euclides en su libro III de
los Elementos. La segunda de las demostraciones se atribuye al
matematico inglés del siglo Xvi1 John Wallis.

UNA TRAGEDIA GRIEGA

Como hemos dicho, para los pitagdricos toda la naturaleza es-
taba determinada por nimeros enteros o fracciones. En len-
guaje moderno, las fracciones de la forma a/b con a y b enteros
se llaman ndmeros racionales. Entonces podemos decir que los
pitagdricos pensaban que toda la naturaleza se podia entender
por medio de los nimeros racionales.

Pero, por otra parte, tenfan el teorema de Pitigoras que, en
el caso mas simple, nos dice que un tridngulo rectangulo con
catetos de longitud 1 tiene una hipotenusa de longitud ¢ que
catisface ¢ = 12 + 12 = 1+ 1 = 2. Por supuesto, ¢ se denota
V2. ;Qué clase de ndmero es V27
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Ardbigo, 1250 Latino, 1120

Griego, 800

China, 1607

Inglés, 1570

Francés, 1564

Figura I11.8. Tlustraciones que muestran versiones del teorema de Pitigoras en diferentes culturas.

:Sorpresa! Este nimero no es racional. Es derir, para Pits-
goras y su escuela, el nimero V2 no deberia existir porqie no
se puede construir en forma de fraccion a partir de los nimeros
enteros. Una demostracion de este hecho se encuentra en el
libro 111 de los Elementos de Euclides.

Teorema. El nimero V2 no es racional.

La demosiracidn de siempre. Se lleva a cabo por reduccion al
absurdo, esto es, se comienza suponiendo lo contranio de lo que
se quiere demostrar y luego por medio de la légica se deduce
ana afirmacién absurda, lo que muestra que nuestra suposicion
es insostenible. Procedamos.

Supongamos que /2 fuese un nimero racional, es decir, de
la forma V2 = a/b con a y b siendo niimeros enteros. Simplifi-
cando la fraccién podemos siempre suponer que a y b no tienen
divisores comunes aparte del 1. Escribamos ¢ = V2b y eleve-
mos al cuadrado. Obtenemos a? = 2b%. Esto quiere decir que 2
divide a a?. Como un producto de dos nlimeros nones es non
otra vez, entonces a debe ser par. O sea, a es divisible por 2
y podemos escribirlo como @ = 2d para d como otro nimero
entero. Elevando otra vez al cuadrado tenemos: 4d* = a? = 2b%.
Cancelamos un 2 de cada lado: 2d% = b%. Esto es, b? es divisible
por 2 y como vimos antes, esto implica que b es divisible por 2.

Pero habiamos dicho que el iinico divisor comin de a y b es
1 y jahora encontramos que 2 es un divisor comin! Esta es la
contradiccion que deseabamos encontrar. a

Probablemente este resultado es uno de los mas fundamen-
tales de las matematicas. Es interesante que en 1975 el ma-
tematico alemin Estermann haya encontrado la siguiente bella
demostracion.

La prueba nueva. Supongamos que v/2 es un nimero racional.
Entonces hay un entero positive minimo k con la propiedad de
que k+v/2 es entero. Por otra parte, sabemos gue 1 < V2 < 2,
por lo tanto k < 2k < 2k y luego, &' = (V2—1)k es un entero
positivo menor que k. Pero:

FvV2 = (V2 — DkV2 = 2k - V2k

es un entero positive (por ser diferencia de dos enteros), lo que
contradice la minimalidad de k. (3
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Figura [1.9. Dibajo de Antonio Helguera. Guién de Javier Bracho y José
A. de la Peia. Museo Universum. UNAM.




No sabemos en qué momento se dieron cuenta los pitagéricos
de la irracionalidad de +/2, hecho que contradecia sus creencias
en las mas profundas raices. Sabemos que el descubrimiente
produjo un tremendo escandalo en la escuela. La historia de este
escandalo podemos verla caricaturizada por Antonio Helguera
en las siguientes paginas.

Haga usted mismo su /2

Si tomo una calculadora electronica y pregunto por el valor de
V21a respuesta es (hasta 9 cifras decimales) V2 = 1.414213562.
Pero ésta no es una respuesta exacta, de hecho el nimero que
la calculadora nos da es un niimeroe racional ya que:

707106 781

500000000

Bueno, como todos los resultados que puede dar una calcu-
ladora, el valor de +/2 es sélo una aproximacién. Pero podemos
describir un método para construir +/2 con tanta precisién como
queramos {mas que la precisién de la calculadora con 10 cifras)
y esto solo con operaciones elementales: suma, multiplicaciéon y
division.

Tomamos un nimero cualquiera zp > §. Formamos el nime-
ro ¢ segin la siguiente regla:

1 2
= "(Ig+*—-).
2 Ty

Luego se define z9 = %-(xl + ﬁ), esto es, con la misma

formula con la que antes se habia definido z, a partir de xg.
Continuamos asi definiendo z; 2 partir del nimero anterior

Tp_1 COMO Tp = % (xk_l + ”2_1 ) Por ejemplo, veamos lo que

pasa st comenzamos con £g = 3. Obtenemos sucesivamente (con
aproximacion hasta 10 cifras decimales):

1.414213562 =

Tk
3
1.8333333333
1.4621212121
1.4149984299
1.4142137800
1.4142135624

SO o L B e | P

Donde vemos que ya a la quinta iteracién del procedimiento
hemos obtenido una aproximacion perfecta hasta la novena ci-
fra decimal del numero \/5 '

;Es esto una casualidad? No, de hec‘h’o se tiene que para
cualguier z # 0, los numeros de la.sucemon Tj € acercan mas
y mis a \/ﬁo Esto se escribe como limg_,o0 Tk = V2.

Este procedimiento se conoce como el método de Newton,
pero parece que de manera rudimentaria era ya c'onomdo por los
sumerios jhace 4 000 afios! Veamos por qué funciona el metodq.

Por la manera en que estin definidos, todos los x son posi-
tjivos. Escribamos:

T = (1 + Ek)'\/§

donde ey es el “error” del término . Deseamos estimar este
error. Por definicion:

1 2\ e} )
xk+1=§(xk+:—c:)—\/§(l+2+2€k .

Fntonces el error en el paso k 4 1 es:

€k

2+2€k'

€r41

Como zo > 0, entonces eg > —1, lo que hace ek’> 0 a partir
de k > 0. Luego, zx > V2 para k > 0. Ademas vemos que
exs1 < €x. Por lo tanto, tenemos una sucesioén decreciente:

331)332)33}...)\/2_.

También exy1 < €%/2, luego si e; es muy pequgﬁo, digamos
er < 0.0001, entonces ey es mucho mas pequeiio, del orden
de expr < (0.0001)2/2 = 0.000000005. O sea, en cada paso
la aproximacién obtenida es exacta en (al_menos) el doble de
cifras decimales que la aproximacién anterior.

Como un ejercicio para el lector interesado proponemos que
demuestre que los nimeros V3 y /7 son también nﬁmeros.trra—
cionales y que obtenga su valor aproximado usando el método
de Newton.
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EL ARBOL DE PITAGORAS

Hay una interesante manera de colocar tridngulos rectingulos
uno a continuacién del otro. Si consideramos el tridngulo con
catetos de longitud 1, entonces la hipotenusa tiene longitud /2.
Ahora podemos considerar un tridngulo rectingulo con un ca-
teto de longitud 1 y el otro de longitud v/2 y colocar este dltimo
cateto sobre la hipotenusa del primer tridngulo. La hipotenusa

de este segundo tridngulo medird 1/(v/2)24+ 1 = v/3. A conti-
nuacién construimos un tridngulo con catetos de longitudes 1
y ﬁ.e hipotenusa v/4 y se coloca junto al segundo tridngulo.
Contl}luamos este proceso como se indica en la figura .10
obteniendo una forma espiral, ,

Figuta 11.10. La espiral pitagérica.

En 1957 aparecié en Holanda el singular libro Geometria
en el plano: wn milagroso campo de investigacidn. Su autor
A-/ Bosman, trataba de mostrar los sorprendentes arreglos geo—,
métricos de la naturaleza. Uno de los mds sorprendentes disefios
de Bosman fue realizado, segin sus palabras, en el misnio pi-
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sarrén en que diseilaba submarinos durante la segnnda Guerra
Mundial. Este diseiio que llamaremos el drbol pitagorico esti
relacionado con la construccién de la espiral que hemos hecho
antes.

La construccién se hace repitiendo unos cuantos pasos basicos:

Paso 1: dibuje un cuadrado. Paso 2: dibuje un tridngulo
rectingulo que tenga por hipotenusa uno de los lados del cua-
drado. Paso 3: dibuje un cuadrado sobre cada uno de los dos ca-
1etos del triangulo dibujado en el paso 2. Paso 4: repita el paso 2
para cada uno de los cuadrados dibujados en el paso 3, usando
como hipotenusa el lado opuesto al que ya se us6. Paso 5: repita
el paso 3 usando cada uno de los dos tridngulos dibujados en el
paso 4. Paso 6: ... continde el proceso tanto como quiera.

Es muy sencillo entender la construccién, en la figura I1.11
se ilustra el resultado después de pocos pasos.

Paso 1 Pazso 2 Paso 3 Paso 9

Figura IL11. La idea de la construccién de un arbol pitagorico.

; Qué sucede si el proceso se repite muchas veces (digamos 50
veces)? Obtenemos figuras como la 11.12. Estas figuras se ven
sorprendemente similares a helechos reales.

Que los 4rboles pitagéricos tengan aspecto de planta no es
casual. De hecho, el bidlogo Aristid Lindenmayer introdujo el
concepto de L-sistemas en botanica mas o menos en la forma
que hemos definido los arboles pitagoricos. La idea es simple:
cuando el tallo de una planta se divide, digamos en dos ramas,
el 4rea de la seccién transversal de las dos ramas sumadas se
debe mantener igual a la seccidn del drea del tallo principal. Si
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Figura 11.12. Arbol pitagérico después de 50 pasos.

pensamos que el tallo es cilindrico, la seccién g A

de (7/4) c?, donde c es el diametro del tallo. Si lct;gr:li?gfngg‘o?g:

las dos ramas en que se divide este tallo son a y b, entonces

tenemos que (7 /4) c* = (7/4) a® 4+ (x/4) b?, o sea, c? = a? 4 b7
i Qué sucede en un drbol pitagérico? Un tallo del arbol tiem;

Figura 11.13. Esquema de la ramificacién de un tallo.

seccion de longitud c (el lado de un cuadrado). Cuando se di-
vide el tallo en dos ramas lo hace por mediv de un triangulo
rectangulo de lados a y b. Luego a? 4+ b? = c? por el teorema de
Pitagoras y ésta es la misma relacion que en el arbol real.

CONSTRUYENDO TRIANGULOS RECTANGULOS
CON LADOS ENTEROS

El interés de los pitagoricos se centraba principalmente en tridn~
gulos rectangulos con lados enteros. El caso mas sencillo, de
longitudes 3,4y 5 era ya conocido de los egipcios (observe que
32 142 = 9416 = 25 = 52). Algiin tiempo después de Pitagoras,

“otros matematicos griegos observaron que habia muchas solu-

ciones (a,b,c) para este problema, por ejemplo:
(3,4,5), (5,12,13), (7,24,25), (9,40,41), (11,60,61)...
Demuestre que hay infinitas soluciones para el problema.

Solucion. En el siglo 111 a.c. Euclides, en sus Elementos y poco
después Diofanto en su Aritmética demostraron que habia in-
finitos triangulos rectingulos de lados enteros (a,b,c) determi-
nados por las formulas:

2 2

a=m"-n", b= 2mn, c = m?+ n?,

con m > n nameros enteros positivos. Esto es facil de verificar
ya que:
mt —2mn? 40t 4 4m*n?

—mit2m® 4t = (m2 + n?)%

(m? —n?)? + (2mn)?

Por ejemplo, la solucién (5,12,13) se obtiene de estas formu-
las haciendo m = 3 y n = 2. jPara cudles n y m se obtiene la
terna (119,120, 169)?

Se puede demostrar (pero no lo haremos aqui) que toda so-
lucién (a,b,c) a nuestro problema esta dada por las férmulas
de Euclides—Diofanto.
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NUN!EROS RACIONALES yg
NUMEROS IRRACIONALpg |

Consideremos 0 !

nos que los nimeros entre 0 y 1 1 i
:zglo :racmr;)nes df;cima,les de la forma O.afazaf Tledg: fescnbme
s to;l, esta.:leﬁmdo. f’or ejemplo, el 0 es el hﬁr.l';ero 5)1;}333- s
£on tedo 8, = 0. El niimers 1/3 = 0.8333. .. con'todo ot
eﬁstenoz(?sue’una. fra.ccn.:'u.l decimal 0.a;a5a3. .. es r(:' ?d“': 3:
v fiumeros positivos M y N de manera uge Sk
divisimen ? M+ N se tiene a,, = M4y Sim E (ﬂ};am o
iy ye;lvre JT Por e%emplo, para 1/3 = 0.3333 s‘: :i) -
. g ek L 3333, ene
ot /990 = 0.021212 . .. se tiene M = 9

‘I;))eITnct)xjs_,tre- las siguientes afirmaciones:

x O numero entre 0 y 1 puede es iibi
‘ crib
c:o;x) %el?l:al de la forma descrita arriba |
umero es racional si, y so] ite s
mal correspondiente es periédic{a’. T

r'se como una frac-

» la fraccién deci-

II1. Calculando Io desconocido

Y presenta una coleccién d jercici
ey n de 85 ejercicios matemst; j
godi é};?tll)ms reda.ct_a'dos en lenguaje oscuro Loah:x:os v
i :ser €s a quienes iban dirigidos estos progle‘inno o
e hacenuién:)én.lemas dic:a: “La cantidad, el tota] y suassé- ti
- Sin duda, éste es el planteamiento de hacf nds
mas
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Figura 111.1. Parte del Papiro de Rhind.

de 3000 aiios de un problema que un estudiante de secundaria
en nuestros dias escribiria asi:

T
z + i 19.
Por supuesto, cualquier estudiante sabra rapidamente que la
respuesta a este problema es que z = 16%. Los antiguos egipcios
también obtuvieron esta respuesta, aunque la expresaban de
una manera mucho mas complicada. Otro ejemplo del papiro
lo podemos ver en la figura I11.2.

Otras culturas antiguas conocieron la solucién de los pro-
blemas aritméticos que surgian en sus transacciones comercia-
les. Sin embargo, los siguientes avances conceptuales se die-
ron en la Grecia clisica. En el siglo 111 a.c., vivi6 en Grecia
el matemético Diofanto. De su obra principal Aritmética sélo
nos llegé una parte. Diofanto plantea problemas que deben re-
solverse encontrando soluciones en valores enteros. Este tipo
de problemas se conocen ahora como ecuaciones diofantinas.
Un problema tipico de ecuaciones diofantinas es el problema
del granjero que presentamos en el capitulo siguiente.

En la Edad Media fueron los hindies y los musulmanes los
que se encargaron de preservar el estudio del dlgebra. En el ano
895 Al-Juarizmi, el mismo sabio de Bagdad que habia publi-
cado el primer tratamiento posicional de los nimeros, escribié
el primer tratado de dlgebra. El titulo de su obra fue al-jabr al-
mugabalah, que quiere decir “el arte de unir las incégnitas para
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L R I B T
‘;}gﬁa‘ﬁ‘:n ey Sy X B ﬁ 1‘3\ ﬁd?
nd SN T et

gy 2

1/3 restado hacen 10. Hal
este 10. El resultado es 1; el resto 9. Se aiaden 2/3 de 9, es dei?: lﬁ{lfotc:

15. Una tercera parte es 5. Era 5 |
3 arte 5. o que se habia restado: resto. 10.”
l;:::lzlregartrac:umdo seria: z+(2/3)z —(1/3)[z + (2/3)z] = 10. t‘,‘l:'ue.cleE]i
phicar la solucién propuesta en el papiro? En el simbolismo egipcio
1

las plernas que a zq
an hma- la I “]elda s l“ﬁcaba restar h a
T alld b Ig n 3 acl ]a.

Figura I11.2. Dice: “2/3 sumados y

enc?niral: una cantidad”. La palabra irabe al-jabr, que qui
decir “unir”, dio -origen ala palabra dlgebra. En algu‘nas le?l 1::
romances (’por ejemplo, en portugués) un algebrista puedeg se
un matematico o una persona que une huesos. '
La solucién de la ecuacién cuadratica az? + bz + ¢ =
todo estudiante de secundaria sabe es: -

& —b+ vb? — 4ac
2a :

0 como

]E_Iste resultado se conocié desde tiempo de los griegos. En el
snglo XVI, el dlgebra recibe un gran impulso con el de'sc b?
mu'n’lto, por los matematicos de la escuela italiana, de la i
lucién por radicales de la ecuacién cibica a:r3+bx2-|,-cz+drfsg
En este capitulo estudiaremos la solucién de esta ecuaci i ¥
contaremos la interesante historia de su descubrimiento o
El uso .d’e letras para expresar cantidades desconoci;ias en
una ecuacion nos parece una idea muy natural hoy en dia. Si
emba.rgf}, a pesar de la antigiiedad de los problemas algebra.-i .
no fue sino hasta el siglo xv1i cuando Descartes introdujo el ?1052
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de las letras a, b, ¢ para denotar niimeros conocidos y el resto de
Jas letras para los nimeros desconocidos. Fue también Descar-
tes el primero en utilizar 2% en lugar de zz o z° en lugar de

ITITT.

LA JERARQUIA
DE LOS NUMEROS

Las matematicas se inician cuando el hombre comienza a con-
tar. Contamos con los nimeros 1,2,3,... que por eso se lla-
man numeros naturales. Para el matemdtico italiano Giuseppe
Peano, estos niimeros representaban la tnica parte de las ma-
tematicas que estaba dada de manera evidente en la naturaleza,
todo lo demas tenfa que pasar por el proceso de pensamiento
y comprension del hombre (esto es lo que resumi6 con su frase
“Dios hizo los niimeros naturales, lo demds es invenci6n del
hombre”).

Ya en tiempos de los sumerios, de cuando datan los primeros
registros de operaciones aritméticas, aparece la necesidad de
restar. Con ello se toma conciencia de la necesidad de introducir
los nimeros negativos: —1,—2,-3,... y usarlos con todos los
derechos que los nimeros naturales tenfan (esto es, se resta y
multiplica también con nimeros negativos). Con los nimeros
naturales y los negativos se forman los nimeros enteros.

Como hemos visto, para los pitagéricos el mundo se podia
entender por medio de nimeros racionales, esto es, por frac-
ciones de la forma n/m con n y m nimeros enteros. Este con-
cepto recibié un duro golpe cuando descubrieron que el nimero
's/g es un numero irracional. Pero v/2 no es excepcional, mis
bien es la regla. Estamos plagados de niimeros irracionales: V3,
/2, 1 + V2 y otros muchos niimeros son irracionales (para una
demostracién de esto véase la tltima seccién de este capitulo).
Pero jcémo debemos entender estos nimeros irracionales? Una
respuesta la da el método de Newton que hemos usado para
obtener el valor aproximado de V2. Para el niimero V2 existen
nitmeros racionales 7, (con m nimero natural) de forma que
el “error” de la aproximacién e, = V2 — 7, es cada vez mas
cercano a 0. Llegamos asf a la siguiente definicién.

Un nimero a se llama nimero real si existen nimeros racio-
nales 7, (con n nimero natural) de forma que a — r,, se acerca
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a 0 conforme n crece. Con esta definicién, es claro que todos los
nimeros racionales son reales (para a nimero racional, elegimos
simplemente r, = a para todo n). Los nimeros irracionales son
aquellos nimeros reales que no son racionales.

Uno de los problemas a los que se enfrentaban los algebristas
italianos del siglo XVv1 era que ecuaciones de la forma 2241 = 0
parecian no tener solucidén, puesto que todo nimero real ele-
vado al cuadrado es positivo. Pero, por otra parte, era muy
conveniente trabajar haciendo de cuenta que una solucién para
esta ecuacién existiese. Fue el matematico italiano Cardano el
primero en trabajar “como si la ecuacién 2241 = 0 tuviera so-
lucién”; sin embargo pensaba que esta solucién era un “ndmero
imposible” y por ello lo llamé nimero imaginario. )

Los matematicos estaban familiarizados con la idea de que
no de toda operacién entre nimeros resultaba otro niimero. Por
ejemplo, el resultado de dividir 1 entre 0 no da otro nimero,
ya que si @ = 1/0 fuera un nimero, entonces 0 = a x 0 = 1;
lo que es absurdo. Pero trabajar con nimeros imaginarios no
provocaba problemas légicos. )

Llamemos i a una solucién de la ecuacién 2 +1 = 0. Este no
es un nimero como los que conocemos (los niimeros reales) pues
satisface que i* = —1. Sin embargo, adoptémoslo formalmente
como un nuevo nimero. ;Qué podemos hacer con é1?

Dado un nimero real b podemos multiplicar b por i, este
producto lo escribiremos como un nuevo niimero bi. Dado otro
nimero real @ podemos también sumar a con bi para formar el
nuevo nimero a + bi. Al conjunto de los mimeros de la forma
a + bi los llamaremos nimeros complejos. En el conjunto de
estos nimeros también podemos sumar como sigue: dados dos
nimeros complejos ¢ + bi y ¢ + di tenemos:

(a+bi)+ (c+di)=(a+b)+ (c+ d)i
que es otro nimero complejo. También podemos multiplicar:

(a+ bi)(c+ di) = ac + adi + bei + bdi?
ac + (ad + be)i — bd
(ac — bd) + (ad + be)i,

que es otro nimero complejo. Obsérvese que hem-fm_ usado en ]al
pen{lltima.igualdad que 7* = —1. Por ejemplo, 1-'4-31 y 24+(2/3)1
son nimeros complejos. Su suma es 3 + (11/3)i y su groducto
es —1 + (20/3)i. Los nlimeros reales son un subconjunto de
Jos nimeros complejos, pues dado un nimero real ¢ podemos
escribirlo como a = a + 01. , ’
Podemos establecer asi la siguiente jerarquia de nimeros:

- complejos

reales

racionales

enteros

naturales

Una manera sencilla de “visualizar” los nimeros comple-
jos es dibujarlos como puntos en un plano, de forma que el
niimero a + bi corresponde a un punto con coorde{lada a so-
bre el eje horizontal y coordenada b en el eje vertfcal: En la
figura 111.3 mostramos un plano coordenado como indicamos,
donde hemos ademas marcado los dos nimeros comp]ejos _1 +3i
y 2+ (2/3)i. Este plano se llama el plano complejo. .El eje 'ho-
rizontal consta de todos los niimeros reales. !‘311 el eje vertical
quedan los niimeros imaginarios de la forma ai, donde a es real.

o {43
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Figura I11.3. El plano complejo.
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El algebra de los nimeros complejos tuvo importante papel
en el desarrollo de la teoria de ecuaciones y del dlgebra toda.
La intuicion de Cardano respecto a su importancia quedé ple-
namente justificada cuando el genio matemdtico del siglo XiX,
Carl Friedrich Gauss, demostré que toda ecuacion de grado n
tiene exactamente n soluciones entre los mimeros complejos.
Este profundo resultado se conoce como el teorema fundamen-
tal del dlgebra.

ECUACIONES A LA ITALIANA

Nunca en la historia hubo un grupo mas pintoresco de ma-
tematicos que los de la escuela italiana que resolvié las ecua-
ciones ciubicas y cuarticas.

A finales del siglo xv, la mayoria de los matemdticos eran
autodidactas. Se ganaban la vida trabajando en los primeros
bancos o jugando a las cartas. Para dar popularidad a sus proe-
zas de agilidad mental, se desafiaban en torneos piblicos de
resolucion de problemas o complicados cdlculos mentales.

En 1494, un sacerdote franciscano, Luca Pacioli, publicé un
compendio de toda el dlgebra conocida hasta sus dias. Termi-
naba observando que los matematicos atin no podian resolver
las ecuaciones cibicas por métodos algebraicos. Este reto fue
parcialmente resuelto por Scipione del Ferro en Bolonia, que en-
contré la solucién general de la ecuacién z®+az+b = 0, pero no
publicé su resultado, seguramente para tener una ventaja sobre
otros algebristas en las competencias piblicas. Sin embargo, en
sus ultimos afios, confio la solucién de la ecuacién a Antonio
Fior, quién reté a un desafio matematico a otro gran algebrista,
Nicolo Fontana, llamado Tartaglia, es decir, el tartamudo.

Tartaglia conocia ya entonces la solucién de las ecuaciones
de la forma 23 + az? 4+ b = 0. Para su desafio, cada cual pidié
al otro resolver problemas de ecuaciones cibicas. Después de
un tiempo en que ambos trabajaron intensamente, Tartaglia
pudo resolver los problemas de Fior pero Fior no pudo con los
de Tartaglia. Esto establecié a Tartaglia como el mds grande
calculista de Italia. Hasta que llegé Girolamo Cardano.

Cardanc nacié en 1501 en Pavia. Hijo natural de un médico
y una viuda, tuvo una infancia desventurada. Después de algu-
nos estudios de medicina, vivid en pequefias poblaciones cam-
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Figura I11.4. Girolamo Cardano.

pesinas donde se dedicaba a jugar cartas, atender pacientes y
escribir tratados sobre quiromancia, medicina y aritmética. Fi-
nalmente obtuvo una cétedra de medicina en la universidad y
llegé a ser uno de los mas renombrados médicos europeos.

En 1539, Cardano se acerc6 a Tartaglia para pedirle que le
diera a conocer su solucién de las ecuaciones ciibicas (de la
forma 22 + az? + b = 0). Tartaglia se negd, pero tras pro-
longado intercambio de cartas, cedié. Tartaglia fue a Mildn
e hizo jurar a Cardano que nunca revelaria su secreto. Este
prometié que escribirfa la solucién de Tartaglia en lenguaje ci-
frado para que aiin después de su muerte nadie la conociese.
Sin embargo, una vez conocido el secreto, Cardano lo publico
en su libro Ars Magna. Habia circunstancias mitigantes para
esta traicién: Cardano dio completo crédito a Tartaglia por su
descubrimiento; por otra parte, el resultado que publicé no era
exactamente el que le habia comunicado Tartaglia, ya que Car-
dano encontré la expresion por radicales de la solucién de la
ecuacién ciibica mas general az® + bz? + cz = d.
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Tartaglia consideré imperdonable la traicion de Cardano.
Después de muchas disputas, se decidié dirimir el asunto en
una justa matemdtica entre Tartaglia y Cardano, quien se hizo
representar por su brillante alumno Ferrari. La justa terminé
con el triunfo de Ferrari, lo que lo hizo el mas connotado alge-
brista italiano. Posteriormente, Ferrari llegaria a resolver por
radicales las ecuaciones de cuarto grado.

Cardano publicé més de 130 libros de medicina, matematicas,
astrologia, ajedrez, juegos de azar, filosofia, historia y otros te-
mas. Sin embargo, los iltimos afios de su vida no fueron afor-
tunados. En 1557, su hijo favorito asesiné a su esposa. El ase-
sino fue ejecutado tres anos mas tarde. Fue tanta la tristeza de
Cardano que abandond su cdtedra en Mildn y fue a vivir a Bo-
lonia. Ah{ su segundo hijo contrajo tremendas deudas de juego
y terminé en la circel en varias ocasiones. En 1570, Cardano
fue acusado de herejia y encarcelado. El papa le permitié salir
de prisién y le concedié una pequeiia pensién. Sin embargo, a
Cardano no le fue permitido volver a enseiiar en la Universidad
hasta su muerte, en 1576.

* LA soLuciON pE CARDANO
A LA ECUACION CUBICA

Deseamos encontrar las soluciones de la ecuacién az® + bz? +
cz + d = 0, cuando a no es 0. Sabemos que tendremos que en-
contrarlas entre los nimeros complejos. Procederemos en forma
parecida a como lo hizo Cardano en el siglo xvi.

Hay tres nimeros complejos que satisfacen la ecuacién 73 =
1, uno de ellos es, por supuesto, el 1. Los otros nimeros son
w=3(-1+ V3i) y w? = 1(-1 —V/3i) y se encuentran en
el plano complejo como se indica en la figura I11.5 (en general
tenemos que si a+ bi es un niimero complejo entonces (a+bi)> =
(a3 — 3ab?) + (3a% — b3)i).

Tomemos el nimero complejo w. Es sencillo verificar que
para cualesquiera nimeros A, B,C se tiene que:

(A+ B +C)(A+ Bw + Cw?)(4 + Bu? + Cw)
= A3+ B>+ C®-34BC.
En un momento haremos uso de esta identidad.
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Figura 1115 Las raices cibicas de la unidad.

Multipliquemos la ecuacién que queremos resolver por 2742,
de forma que obtenemos:

97032 + 27abz? + 27a’%cz + 27a*d = 0.
Manipulando un poco esta ecuaciéon, podemos reescribirla:
(3az + b)® — 9az(—3ac + b°) + 27a’d - b® =0,
(3az + b)® + (27a%d — 9abc + 2b°) — 3(3az + b)(—3ac + b?) = 0.

Hagamos A = 3az+b, si podemos ademas encontrar nimeros
By C con la propiedad de que B® + C3 = (27a*d — 9abc + 20°)
y también BC = —3ac+b?, entonces tendriamos que A+ B3+
(3 — 3ABC = 0 y podriamos usar la identidad anterior.

Para calcular B y C, observemos que el sistema:

B3 + C® = (27a%d — 9abe + 2b%),
B3C3 = (—3ac + b%)?,
implica que B3 y C® son las raices de la ecuacion cuadratica:
12 — (27a%d — 9abe + 26°)t + (—3ac + 842 = 0;
que sabemos muy bien resolver.
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Una vez calculados B y C, podemos hacer uso de que:

(A+ B+ C)(A+ Bw+ Cw?)(A + Bw? + Cw)
=A34+ B3+ C3-34ABC =0,

para obtener que alénno de los factores A+ B+ C, A+ Bw +
Cw? o bien A+ Bw? 4+ Cw es cero. Asi obtenemos que las tres
soluciones de la ecuacién ciibica son de la forma z = (A—b)/3a,
don)de A= —(B+C), A= —(Bw+ Cw?) obien A= —(Bw?+
Cw).

Por ejemplo, consideremos la ecuacién 23 + 24z - 56 = 0,
Primero debemos hallar los niimeros B* y C2 como raices de la
ecuacién cuadrética 2 — 27 x (=56)t + (=3 x 24)3 = 0, esto es:

27 X 56 + /272 x 562 + 4 x 27 x 243
2
= —(2Tx28+4x3%)=-2°x3°

B3 =

C3=-27Tx28+4x3%°=23x3%

Luego, tenemos que B = —12 y C = 6. Las soluciones de la
ecuacion cibica son: 2, 4w — 2w? y 4w? — 2w.

EL MATRIMONIO DEL
ALGEBRA Y LA GEOMETRIA

Consideremos una ecuacién simple como z—1 = 0. Decimos que
la ecuacién toma el valor 0 en el mimero 1 (o cuando la evalua-
mos en 1), el valor 0.5 en el nimero 1.5, el valor 1 en el nimero
2, etcétera. Para expresar esto mas claramente, podemos escri-
bir la igualdad y = ¢ — 1 y decir que, para esta ecuacién, y = 0
cuando z = 1, que y = 0.5 cuando z = 1.5, etcétera. Esta in-
formacién podemos expresarla también graficamente ubicando
los puntos (1,0), (1.5,0.5) 0 (2,1) en el plano coordenado z -y
(figura IIL.6).

S —_T

XY

(4.0
/e

Figura I11.6. Puntos sobre la recta y =z — 12

En este plano los puntos de la forma (z,y) talesquey =z Tl
determinan la grdfica de la ecuacion z — 1. Esto nos permite
“ver” la ecuacién z — 1 como una recta en el plano. De igual
manera los puntos (z,y) de forma que y = | forn}an una
curva en el plano que se llama pardbola y que constituye la
grafica de la ecuacién z2~=1=0, ‘

Esta simple y bella idea tardé relativamente mucho tiempo
en surgir. Fue s6lo en el siglo XVII que Pierre Fefma.t y R_ene
Descartes, dos matematicos franceses, trabajando independien-
temente, tuvieron la idea de “dar coordenadas” a las ecuacio-
nes. El primero en publicar sus ideas fue René Descartes y a
&l se le considera generalmente el padre de la rama de las ma-
tematicas que se llama geometria analitica.

it

3: e |

[ »}\ / (401 X

-1}

Figura [IL.7. Gréfica de la pardbola y = 2 - 1.
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En 1637 Descartes publicé su importante obra filoséfica El
discurso del método que pretendia dar las bases para una revo-
lucién en el pensamiento filoséfico y cientifico. Como apéndice
a este libro afiadi6 un capitulo titulado Géométrie, que comen-
zaba diciendo:

Cualquier problema de geometria se puede reducir a términos tales
que el conocimiento de las longitudes de ciertas lineas rectas baste
para resolver el problema [...] y no dudaré en introducir estos
términos aritméticos en la geometria.

Los “términos aritméticos” de Descartes no eran otros que
los niimeros que indicaban las coordenadas (z, y) de las gréficas
de ecuaciones. Desgraciadamente, su trabajo se consideré difj-
cil de leer y no tuvo una acogida inmediata por los matemati-
cos de la época. Pero eso llegé al poco tiempo.

Descartes habia emigrado a Holanda en 1628, donde perma-
necié hasta un afio antes de su muerte en Suecia, en 1650. El
ano de su salida de Holanda, el matematico Frans van Schooten
de Amsterdam preparé una edicién comentada de la Géométrie
y anadié un capitulo donde explicaba con sus propias palabras
lo que entendia de la teoria de Descartes. Esta fue la edicién
que se hizo conocida en el mundo cientifico ¥ que tuvo una
gran influencia en los desarrollos futuros de las matematicas.
Por ejemplo, tanto Newton como Leibniz reconocieron su in-
fluencia en el desarrollo del cilculo diferencial e integral.

En los primeros afios, el uso de los ejes coordenados r — y
se hacia de maneras diferentes a las actuales. Por ejemplo, los
ejes no se dibujaban siempre perpendiculares, no era frecuente
que se usaran nimeros negativos. La versién definitiva de los
sistemas coordenados como los usamos hoy dia se debe a Isaac
Newton, quien en su obra Enumeratio linearum tertii ordinis
(en esa época los trabajos cientificos se escribfan en latin), cal-
culé las graficas de muchas ecuaciones de tercer grado.

El poder de esta unién entre el dlgebra y la geometria no ha
sido igualado por ningiin otro concepto en el campo de las ma-
tematicas. La mejor parte de esas dos ramas actda como una
fuente inagotable de inspiracién. Por una parte, las ecuacio-
nes algebraicas abstractas pueden ser wisualizadas por medio
de figuras geométricas; por otro lado, al estudio de las figu-
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Figura II1.8. René Descartes.

ras geométricas se le puede aplicar los poderosos métodos del
algebra. o .
Una muestra del vigor de este método es el siguiente: los grie-
gos estudiaron gran variedad de curvas que eran siempre Qeﬁ-
nidas por medio de ingeniosos métodos, por ejemplo, la elipse
es la interseccién de un cono con un plano, como se muestra en
la figura II1.9. '
Todas las curvas conicas (que se obtienen como la inter-
seccion de un cono y un plano) corresponden a lugares geomé-
tricos de puntos (z,y) que satisfacen ecuaciones d({? la forma}
az? + by? = ¢ con a,b,c nimeros reales. Pero jqué sucedze si
se desea estudiar ecuaciones de grado mas alto, como y =
234+ z+ 1 o bien ¥° = 27 — 2?7 ;Dificilmente los- m:étodos grie-
gos nos describirdn estos lugares geométricos como interseccion
de figuras complicadas! De hecho, ecuaciones de esta clase mas
complicada aparecen en la solucién de problemas planteados
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Figura III.Q. La elipse como interseccién de un cono y un plano. A la dere.
cha, la elipse como el lugar geométrico de los puntos (z,y) que satisfacen
¥ 4 ay? = 1, con a un nimero real positivo.

por los mismos griegos. Consideremos por ejemplo el siguiente
problema cldsico, que segiin la leyenda fue planteado por ]
Ordculo de Apolo en Delfos: construir un cubo del doble de vo-
lumen que el cubo del altar de Apolo.

Para conocer el volumen de un cubo basta con conocer 1a
longitud de un lado. Si q es la longitud del lado del cubo en ¢]
altar de Apolo, el volumen del cu boes z = a3, Se pregunta por
la longitud y tal que y° — 2z = 0, que resulta ser una ecuacién
de grado 3. Los griegos intentaron resolver este problema por
medio de regla y compas, es decir, se trataba de obtener un
segmento de recta de longitud y trazando solamente rectas y
circulos que se pueden construir si se tiene dado un segmento
de longitud a. Por este método el problema no tiene solucion,
pero los griegos no se dieron cuenta de ello. No fue sino hasta
el siglo pasado con el surgimiento de la teoria de Galois que
se vio claramente la imposibilidad de encontrar la solucién del
problema con el uso exclusivo de regla y compas.

Curvas de grado 3 aparecen en otros muchos problemas ma-
temdticos. Por ejemplo, en la solucién de otro problema cldsico
griego que pide encontrar un angulo de la tercera parte de un
angulo dado, se obtiene la ecuacign: Y =42% - 3z (; por qué?).
En la demostracién del llamado ltimo teorema de Fermat apa-
recen ecuaciones de la forma y? = 23 + Az + B, como veremos
en el capitulo siguiente. EJ aspecto general de estas curvas se
muestra en la figura I11.10.
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Figura 111.10 Las formas posibles de la grifica de curvas y* =z + Az + B
1 AU
con 4A% +27B% £ 0.

ENTEROS ALGEBRAICOS

2
inomi ati la forma p(z) = 2*° +

idere un polinomio cuadratico de :
Exoflcdifm b ypc nimeros enteros. Las soluciones del problema
p(z) = 0 se laman enteros algebraicos de grado 2. Demuestre

lo siguiente:

a) Los nimeros enteros son enteros a.lgeb}raacos de gra\(}% 2(;5

b) Si n,m y D son enteros, entonces el numi:;g_n:l- m e
un entero algebraico defgrado 2. Llamemos Z[v/ D] al conj

i e esta forma. '

& i?sﬁﬁggf:eosqie Z[V/D] es cerrado b?.jo las operarjmners \/%e
suma y multiplicacion usuales. Esto es, si TI,+ m\/’ﬁy : +%)+
son dos nimeros en Z[v' D ei(lt?nces ,t\a/,%l;mn estan (n+m

. g n+mvD)(n' +m S ‘
(n()t:;r\gl)g cfue—;odemo)s tomar cualquier nimero Dlpa,rr:::;
caso. En particular podemos tener < . Po.r ejgm];ao,ﬁﬂma
el caso D = —1 se obtienen numeros comp]e‘;?ls e koo
n + mi con n y m enteros, estos numeros se llaman :

gaussianos en honor a Gauss.
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*d) Un nimero complejo u se llama un entero algebraico si
existe un polinomio 2" +an-12""! 4 ...+ ao con coeficientes ag,
ay, ..., Gn_jenterosdeformaqueu™ + a,_1u™" ! 4 ...+ ap = 0.

Demuestre que un entero algebraico real que no es un niimero
entero es entonces un ndmero irracional.

Demostracion de d). Sea u un entero algebraico real que no es
entero. Consideremos el polinomio p(z) = 2" +ap,_12" 1 4.. .+
ap con coeficientes enteros de forma que p(u) = 0. Para obtener
una contradiccion, supongamos que ¥ €s un nimero racional.

Como u no es entero, existe un nimero entero r tal que r <
# < r+1. También existe un entero k& de forma que ku' es entero
para todo i. Construyamos k: como u, u?,...,u™ son niimeros
racionales, entonces existen nimeros enteros kq, kg, ..., k, tales
que kyu,kou?, ... k,u" son nimeros enteros. Si elegimos k =
kika ...k, entonces ku, ku?, ..., ku™ son nimeros enteros. Pero
entonces, ku™t! = —k(ap—1u" + ... + aou) = a,_y(k - u") +
...+ ap(ku) es suma de productos de niimeros enteros y es por
lo tanto un nimero entero. De la misma manera se muestra
que ku' es entero para toda i. Podemos elegir el entero m mas
pequeiio con la propiedad de que m - u' es entero para toda i.

Formamos el nimero m' = m(u — r), que es un entero po-
sitivo mds pequenio que m. Calculamos para cualquier entero
positivo i:

m’u‘ = m(‘u —_— T)u‘ = m-u"+1 e rmu‘,

que es la diferencia de dos enteros y por lo tanto un entero.
Esto contradice la forma en que se eligié m. (]

NoTA: Se puede demostrar que dados dos enteros algebraicos
u y v, entonces la suma u + v y el producto uv son también
enteros algebraicos.
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IV. La historia en el
margen de un libro

“Esta bien”, dijo Simon y tomo aire.

“Mi pregunta es ésta:

ies correcto el iltimo teorema de Fermat?”
El demonio tragé saliva.

“Era la primera vez que

su aire de seguridad se debilitaba.

El demonio y Simon Flagg, ARTHUR PORGES

DIOFANTO DE ALEJANDRIA fue un prominente matematico
griego que probablemente vivié un par de SLgIcr.? antes de nuestra
era. Nada se conoce sobre su vida salvo una rima que aparecio
en una coleccién de problemas matematicos griegos:

La juventud de Diofanto duré una sexta parte de su vida. S:e eré
crecer la barba después de un doceavo més. Al pasar un séptimo
mas de su vida, se casé y cinco afios después tuvo un hijo. El hijo
vivié exactamente la mitad que Diofanto, que murié cuatro anos
después que su hijo. Todos estos son los anos que vivio Diofanto.

Por supuesto, el problema es encontrar el nimero de anos que
vivié Diofanto. El problema es muy sencillo. Se puede expresar
asi: si z es el nimero de afios que vivié Diofanto, entonces:

T

B4 44
7P ITgEh

=2y 2y
BT

" que se reduce a 3z/28 = 9 y finalmente la respuesta es 84 afos.

Diofanto estudiaba problemas cuyas soluciones debian ser
dadas en nimeros enteros. El problema anterior es un ejempllo
muy sencillo, el problema del granjero que presentamos mas
adelante es otro ejemplo un poco mas complicado. Las ecua-
ciones que se plantean en estos problemas se conocen como
ecuaciones diofantinas y constituyen uno de los temas princi-
pales de la rama de las matematicas conocida como teoria de
los nuimeros. :

Diofanto conocia muy bien el teorema de Pitdgoras, pero
se preguntaba por aquellos tridngulos rectangulos cuyos lados
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tienen longitud entera. Como hemos visto en el capitulo II,
en su libro Aritmética demostré que hay infinitas soluciones
(a,b,c) para este problema dadas por las férmulas:

a=m?-n?,

b = 2mn, ¢ =m?+ n?,
con m > n nimeros enteros positivos.

A mediados del siglo Xvil, el matematico aficionado Pie-
rre Fermat leia una copia de la Aritmética de Diofanto y se
preguntaba para qué nimeros n > 3 era posible hallar triple-
tas de nimeros enteros (a,b,c) que satisfacieran la ecuacién
a™ + b" = ¢". En el margen del libro escribié: “la ecuacién
™ + y".= 2" no tiene soluciones enteras para n > 2. Encontré
una demostracion maravillosa, pero el margen de este libro es
muy pequeinio para escribirla.”

Por supuesto, Fermat se referia a soluciones en enteros posi-
tivos y excluia las soluciones triviales del problema como z = 1,
y=0,z=10z=0,y =1, z=1. La prueba que supuesta-
mente Fermat habia encontrado nunca fue publicada y no fue
hallada entre los papeles que dej6 a su muerte. Lo que si publicé
fue una demostracién elemental de que la ecuacién z4 + y? = 24
no tiene soluciones enteras. La mayoria de los matemdticos han
pensado desde entonces que en realidad Fermat no tenia una
prueba del caso general, y que la demostracién que creyé tener
cuando escribié la nota al margen de su libro estaba equivocada.
Sin embargo, la afirmacién se conoce como El iltimo teorema
de Fermat.

Al paso de los afos algunos de los matematicos mas impor-
tantes trataron vanamente de probar este resultado, pero en
su esfuerzo obtuvieron muchas otras cosas. Euler demostré que
el caso n = 3 tampoco tenia soluciones. Para el principio del
siglo XIX, ya se sabia que el teorema de Fermat era también
correcto para los casos n = 5 y n = 7. Para 1964, el teorema
habia sido demostrado para los nimeros pares y los niimeros
menores que 25013. Intentos de resolver este problema dieron
inicio a ramas completas de las matematicas como la teoria
analitica de los nimeros y la teoria de ideales en anillos.

Fue solo en 1983 que fue realizada la siguiente contribucién
importante. El joven matematico aleman Gerhard Faltings de-
mostré que las ecuaciones de la forma 2™ 4+ y" = 2" con n > 2
pueden tener a lo mds un nimero finito de soluciones que no
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son miltiplos unas de otras (observe que si (a,b,c) es solucién

de la ecuacién, entonces también (at, bt, ct) es una solucién para
cualquier entero t). De hecho, Faltings demostrc: este resui_t.a,do
como parte de un teorema mds general que habia suio’ conjetu-
rado tiempo atrds por Mordell. Si bien esto no resolvia e_l pro-
blema de Fermat, mostraba ya que habia nuevas herra.n}nenta.s
matematicas que podian decir cosas importantes sobre él.

Hubo tantos intentos fallidos de demostrar el teorema que
cuando finalmente la solucién llegd, fue una sorpresa para tf)do
mundo. Tal es la fama de este problema, que en los peri6dicos
del mundo entero se informé de la solucién al problema. En el
verano de 1993, Andrew Wiles, profesor de Cambridge, Ingla-
terra, anuncio que tenia una demostracién contenida en un ma-
nuscrito de mas de 200 paginas. Wiles habia pasado los ulttmcgs
7 afios de su vida trabajando en una linea que crefa lo llevaria
a la prueba del teorema de Fermat.

Figura IV.1. Andrew Wiles.

Poco después, un panel de matemdticos de varias universi-
dades encontré una falla en la demostracion. Uno de los argu-
mentos de la prueba de Wiles estaba incompleto, y por lo tanto
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toda la prueba. Wiles pensé que podria reparar facilmente o]
problema encontrado, pero no fue asi. Pasaron varios meses y
solo en octubre de 1994, con ayuda del matemadtico Richard
Taylor, pudo evitar el uso del resultado equivocado y con ello
la demostracion quedé completada. :

La demostracion de Wiles del iltimo teorema de Fermat es
una muestra del grado de refinamiento y profundidad que han
alcanzado las matemdticas. Mientras que el problema de Fer-
mat requiere una linea para escribirse y cualquier estudiante de
secundaria puede entender la afirmacién, la demostracién re-
quiere técnicas y resultados de dlgebra y geometria que se han
ido desarrollando a lo largo de siglos. En palabras de Wiles:

Trataba de encontrar patrones generales. Trataba de hacer calculos
que me explicaran un pequefio resultado de matematicas, luego
intentaba hacerlos encajar en mi idea conceptual de ciertas ramas
de las matematicas. A veces esto queria decir que iba a ver cémo se
habia hecho algo parecido en un libro; a veces habia que modificar
unas pocas cosas y hacer unos pocos cdlculos mas. Pero a veces me
daba cuenta de que no se habia hecho nunca antes algo parecido y
tenia que encontrar algo que fuera completamente nuevo.

Barry Mazur, un matematico que ha contribuido con impor-
tantes ideas en su campo, describié asi sus impresiones de las
primeras conferencias de Wiles en Cambridge sobre la demos-
tracion del teorema de Fermat:

Nunca habia estado antes en una serie de conferencias asi. Lo que
era unico en estas conferencias eran las maravillosas ideas, cuantas
nuevas ideas eran presentadas y el dramatismo que se incremen-
taba. Estabamos en suspenso hasta el final.

Porque Wiles no habia anunciado lo que pretendia demos-
trar: el titulo de la serie de conferencias era mds bien técnico,
pero algunos expertos ya sospechaban hacia donde iba. Lo que
Wiles en realidad demostré era la validez de la conjetura de
Taniyama-Shimura (matematicos japoneses) que se refiere a
las propiedades de ciertas curvas en el espacio y que puede
definirse mejor como un problema de geometria algebraica. La
conjetura fue enunciada a mediados de siglo, pero pasé desaper-
cibida durante cierto tiempo hasta que el mateméatico francés
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André Weil probé una serie de resultados que mostraban que
la conjetura era plausible. Demostrarla era suficiente para Wi-
les, pues Ken Ribet {matemadtico esta.dumdfense) habfa demos-
trado aflos antes que la validez de la conjetura implicaba el
teorema de Fermat. En dos palabras, el razonamiento es como
sigue: si una solucién entera (a, b,c¢) existiera para el problema
£" +y" = 2" con n > 2, entonces se podria considerar lfx curva
y? = z(z +a")(z - b") que no cumple con las propiedades
que deberia satisfacer de acuerdo a la conjetura de Taniyama-
Shimura.

Una curva de la forma y? = z(z + a™)(z — b") se llama curva

eliptica de Frey y es un caso especial de las curvas cﬁ'b'{ca.s

2 — z3 + Az + B que han sido estudiadas en matematicas
desde la Antigiiedad. Algunos aspectos de estas curvas los he-
mos tratado en el capitulo III.

Con mas precisién: la conjetura de Taniyama-Shimura afirma
que toda curva eliptica es “parametrizable” por funciones mo-
dulares. Esto lo podemos entender como una generalizacion
(muy grande) del hecho de que los puntos (z,y) en un circulo de
la forma z2? + y2 = 1 pueden escribirse (“parametrizarse”) as:
(z,y) = (cost,sent), donde t corre sobre los nimeros reales y
sen t,cos t denotan las funciones seno y coseno respectivamente.
Ribet demostré que una curva de Frey y? = z(z+a")(z—b") no
es “parametrizable” por funciones modulares (es decir, no satis-
face la conjetura de Taniyama-Shimura). Finalmente, Wiles de-
mostré el siguiente caso especial de la conjetura de Taniyama-
Shimura: la curva eliptica de la forma y* = z(z + A)(z + B)
es “parametrizable” por funciones modulares en caso de que A
y B sean enteros tales que AB(B — A) sea divisible entre 16.
i Por qué es esto suficiente?

Consideremos una supuesta solucién entera a, b, c de la ecua-
cién a™ + 0™ = ¢". Por el resultado de Euler sabemos que n > 3;
ademas se sabia que n deberfa ser non. Haciendo A = —a" y
B = b", entonces se tiene AB(B — A) = —a™b"(a™ + b") =
—(abc)™. Si los nimeros a y b son nones, entonces a™ y b™ son
nones también, lo que implica que ¢" es par y por lo tanto
también ¢ debe ser par. En consecuencia, alguno de los tres
nitmeros a, b o ¢ es par y por lo tanto AB(B — A) es divisible
entre 2° = 32 (y por lo tanto entre 16). Esto muestra que
la curva de Frey es “parametrizable” por funciones modulares,
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Figura IV.2. “Parametrizacién” del circulo unitario.

contrariamente a lo que Ribet demostré. Por o tanto no existen
curvas de Frey, o lo que es lo mismo, no existen soluciones
(a,b,c) de @ + b" = ¢,

Los detalles de la demostracién del iltimo teorema de Fermat
(que deberfa llamarse ahora teorema de Fermat-Wiles), sélo
pueden ser comprendidos por algunos matematicos especialis-
tas. Sin embargo, podemos decir que su demostracién consti-
tuye uno de los mayores logros del intelecto humano.

NGMEROS PRIMOS

Como sabemos, un nimero entero positivo se llama primo si
s6lo es divisible por 1 Yy por si mismo. Los niimeros primos gozan
de gran popularidad en las matem4ticas desde el tiempo de
los griegos cl4sicos. El estudio de la distribucién y propiedades
de los nimeros primos forma una de las partes mas bellas y
profundas de las matematicas: la teoria de los nimeros.

La misma definicién de nimero primo nos da una receta para
construirlo: todo nimero que sea propiamente divisible por 2
no es primo, por ejemplo, 4,6,8,10,... no son primos; todo
nimero que es propiamente divisible por 3 tampoco es primo,
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: ... No son primos; v asi podemos seguir

o ?Jemgl,ol’oﬁs,zi’ﬁl]lfi,[}li’s de 4, 5, ﬁ,fztcétera. Este procedimi:‘erllto

SiEpIna como la eriba de Eratostenes en honor al matematico

se'conof::e la descubrié en el siglo 111 a.c. Usdndolo obtenemos
%gffaq]VB) los niimeros primos entre 1 y 100.

Figura IV.3. Los niimeros primos entre 1 y 100 son aquellos que no quedan
1g s 9
tachados.

Un resultado fundamental nos dice que los ndunllerodserﬁz;
mos pueden verse como los ladrillo.s cgnstructories de ox; pe
nimeros. En efecto, tenemos el mgulgute’ resu tado, ¢
como el teorema fundamental de la aritmética.

Teorema. Todo nimero entero positivo puede ser escrito en
forma iinica como producto de nimeros primos.

Demostracion. Mostraremos primera{nente que_todo I;Jme;:;l(s)z
puede escribir como producto de nimeros prlmos.l Ofr:ctori-
un ndmero n. Si n es primo entonces n :Sn es la KaG
zacién buscada (producto con un solo f?,ctor]. u’pong:.r::n s
tonces que n no es primo. Entonces existe un mlmerdon(i]e qm

no es n ni 1 y que divide a n. Es?o es, n = myMms, s ri%
es otro niimero que no es 1 ni n. Si tanto m, com(: ml?nﬁmel:nos
mos, ya acabamos. Si no, entonces podemos encoi1 : S
Mg, Mgz, Ma3 que no son 1y tal que n = m}_mg 2 ]:Nentonccs
Si todos los nimeros Mgy, Moz, M3 SON PrIMOS 0t ; o W
hemos terminado. Si no, podemos enconirar cuatro i -
Ma1, M3y, Maz, Ma4 que no son 1y tales que n jegr;;;evgjigr iilad;
a1 Magfi3a Mas. Cla.ra.mentt’z este procesc{ 1lodp e .el e
finidamente puesto que el nimero n es cuando Ilna,s .ego B
de n/2 numeros enteros que no son 1s Luego el proc -
tiene y n es el producto de niimeros primos.
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Para demostrar la unicidad de la factorizacién, suponga-
mos que el nimero n puede escribirse eomo producto de los
numeros primos pi, pa, ..., Ps y también de los niimeros primos
¢1,92,.-.,G, de manera que tenemos:

nMp2...Ps =N =41q2...G.

Puede demostrarse que un nimero primo p tiene la siguiente
propiedad: en caso de que p divida a ab, entonces o bien p di-
vide a a o bien divide a b. As{ en la igualdad de arriba tenemos
que p; debe dividir a alguno de los nimeros ¢1,4¢2, ..., ¢, diga-
mos que p; divide a ¢;. Como ¢; es primo, entonces p; = ¢.
Dividiendo la igualdad entre p; obtenemos p;...ps = ¢a...¢q.
Continuamos el proceso hasta demostrar que s = t y que los
numeros primos pi,ps,...,Ps son exactamente ¢;, ¢z, ..., q:- Lo
que termina la demostracién del teorema. O

Lo que el teorema no dice es cémo obtener la factorizacién de
un numero en sus factores primos, y éste puede ser un problema
dificil. Por ejemplo, la factorizacién de 83080 en nimeros pri-
mos es como sigue:

85008 =2x2x2%x2x5x7x11x13.

iPuede el lector calcular la factorizacién en primos del ni-
mero 850097 En el capitulo V veremos cémo sacar jugo de las
grfmdes dificultades del problema de factorizacién en némeros
primos.

Conocemos muchos nimeros primos: 2, 3, 5, 7, 11, 13,...
ihasta dénde podemos seguir? Uno de los primeros resultados
matematicos de la Antigiiedad de los que se tiene noticia es la
demostracién por Euclides de la existencia de infinitos niimeros
primos. Esta demostracién es todavia hoy una muestra de la
elegancia que puede tener un argumento matematico.

Teorema. Ezisten infinitos nimeros primos.

Demostracion. Supongamos que esto no fuese cierto v que sdlo
hubiese un niimero finito de niimeros primos, digamos p;, P2, -

: f ¥ T
ps. Formamos un nuevo nimero de la siguiente manera:

n=pips...ps+ 1,
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es decir, se forma el producto de todos los nimeros primos y se
Je suma 1. Segin el anterior teorema, este nimero n es el pro-
ducto de mimeros primos. Puesto que conocemos todos los pri-
mos, entonces n debe ser divisible por alguno de py,ps, ..., p;,
digamos por pi. Esto es, existe otro nimero m de forma que
n = pym. Entonces podemos reescribir estas igualdades como:

pi(m—pz...ps) = 1.

Pero obviamente, 1 no puede dividirse por p;. Este absurdo
muestra que la suposicién que hicimos es insostenible. Por lo
tanto, hay infinitos mimeros primos. O

Es interesante notar que el teorema de Euclides nos dice que
hay infinitos primos pero no nos dice cudles son. Sin embargo,
la demostracién nos da una posible indicacién de como cons-
truir nuevos nimeros primos a partir de otros que ya conoce-
mos: tomamos los primeros nimeros primos que conocemos, los
multiplicamos y sumamos 1, el resultado es un nuevo ntimero
primo? Veamos: 2x 3+ 1 =7 que es primo; 2X 3 x5+ 1 = 31
es primo; 2 x 3 x 5 X 74+ 1 = 211 es primo, vamos bien;
2% 3x5x7x11+1 = 2311 es primo, esto sigue muy bien;
2x3xH5xTx11x1341= 30031 =59 x 509 no fue un
nimero primo y el procedimiento fallé. jPor qué falla? Por-
que la prueba de Euclides indica que el producto de los pri-
meros nimeros primos mas 1 es un nimero que no puede ser
divisible entre los niimeros primos que usamos como factores,
pero no dice que sea un nimero primo, por ejemplo, el nimero
2x3x5xTx11x13+41 = 30031 no puede ser divisible por 2, 3,
5,7,11 013 y en efecto no lo es, pero es divisible entre 59 y 509,
que son niimeros primos mayores que los que utilizamos como
factores. Entonces, esta aplicacién de la prueba de Euclides si
produce nuevos nimeros primos, pero los deja ocultos.

El uso de las computadoras ha permitido calcular niimeros
primos muy §randes. Por ejemplo, en 1968 se demostré que
el nimero 2!1%'® — 1 es primo. En la figura adjunta vemos
la expansién decimal de este nimero (que tiene 3376 cifras)
obtenida por John MacKay de Urbana, EUA y un matasellos
de correos conmemorativo de este descubrimiento. En 1988,
David Slowinski trabajando con una supercomputadora Cray
X-MP/24 demostré que el nimero 2?1899 — 1 es primo. jEste
nimero tiene 65050 cifras!
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LA DISTRIBUCION DE
LOS NUMEROS PRIMOS

Ya que sabemos que hay infinitos nimeros pri igui
pregunta ldgica es cémo estan distribuidos ingg St,olt‘iao:]%;sle:: i
meros. Podemos ver que entre 1 y 10 hay 4 nimeros primos elli-
tr(_e 10 y 20 hay también 4 primos, entre 20 y 30 hay sola.met;te 2
plnmos y entre 90 y 100 sélo hay uno: 97. Estos son pocos ejem-
gos pero ya nos l}acen pensar que la frecuencia de aparicién
e los nimeros primos va disminuyendo conforme avanzamo
De ?ablas enormes de nimeros primos el matematico fra.nce?s'
Adrien Legendre y luego el gran matemitico aleman Friedricl
Gaus§ pudleror} observar uno de los hechos fundamentales sob I
los nimeros primos: el teorema de los nimeros primos -
‘Pa.ra cada nimero n, llamamos P(n) al ntmero de ﬁ:imer
?Jr(l%?s quSe s;(r;ml;lenores o iguales que n. Asi, P(10) = ?13
=8, =10 y P(100) = 25. gz :
b]a’(ca,lculada con la ayuda de( una.] compsutfélorl:‘ Sé%;lr:gilt:é .
varia el cociente P(n)/n conforme n crece: ) e
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:; P(n) P(n)/n 1/inn

10 4 0.4000000 0.43429448
100 25 0.2500000 0.21714724
1000 168 0.1680000 0.14476482

10000 1229  0.1229000 0.10857362
100000 9592  0.0959200 0.08685889
1000000 78498 0.0784980 0.07238241
10008000 664579 0.0664579 0.06204206

La observacion de Legendre y Gauss era que conforme n
crece, el niimero P(n)/n se parece mas y mas a 1/Inn, donde
Inn es el valor que toma en el nimero n la funcion logaritmo

natural In .
Recordemos que la
guientes propiedades:

funcién logaritmo natural tiene las si-

i)Inl=0;
ii) dados dos nimeros a,b, se tiene que Inab =Ina +Inb;
iii) hay un tnico nimero e tal que Ine = 1. Este niimero e vale

aproximadamente 2.71828182 y es igual a la suma:

MY FC T TR NS - 4
E= T I T ST ox3 T 2x3 x4 2x3IX4Ax5

..y

donde los puntos suspensivos quieren decir que la suma con-
tinta indefinidamente, en cada paso agregandose el niimero
racional 1/1x2...x n, de forma que el valor total de la suma
cada vez se acerca mis al valor del niimero e. Esta expresion

fue calculada por Euler en 1748.

Probablemente el lector est4 familiarizado con la funcién lo-
garitmo natural. Desde el descubrimiento por Napier de los loga-
ritmos decimales y luego por Euler de los naturales, se han
calculado tablas que permiten economizar mucho tiempo y es-
fuerzo en calculos dificiles. En la actualidad, la mayor parte de
las calculadoras de bolsillo tienen una tecla que permite calcu-
lar inmediatamente ¢l logaritmo natural de un ndmero.

Por supuesto, no hemos demostrado nada aqui, sélo hemos
observado un asombroso parecido entre los valores de dos fun-
ciones. Sin embargo, la intuicién de Legendre y Gauss era co-
rrecta y alrededor de 100 afios después, en 1896, el teorema
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de los nimeros primos fue demostrado por dos matematicos a] |
mismo tiempo (trabajando independientemente): en Bélgica, |
Charles de la Vallée-Poussin, y en Francia, Jacques Hadamard.

Enunciemos este resultado de manera formal.

Teorema de los nimeros primos. Sea P(n) el numero de
nimeros primos que son menores o iguales que . Entonces se
tiene que:
. P(n)lnn
n—oo n

= 1.

EL PROBLEMA DEL GRANIERO

Un granjero gasta $ 1000 en comprar 100 animales de tres tipos
diferentes. Cada vaca le cuesta $20, cada cerdo $12 y cada
oveja $8. Si suponemos que compré al menos 10 animales de
cada tipo, jcuantos animales compré?

Figura IV.5.

Solucién. Si denotamos por z el nimero de vacas, por y el
niimero de cerdos y por z el nimero de ovejas tendremos en-
tonces que:

20z + 12y + 8z = 1000
z+y+ 2= 100

Pa.x:z} eliminar una de las variables, multiplicamos la segunda
ecuacién por 20. De forma que obtenemos 20z + 20y + 20z =
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2000. A ésta podemos restarle la primera’ecuaci*’m para obtener
gy+122 = 1 000. De aqui obtenemos que y = (1000-12z)/8 =
125 — z — /2. Como el nimero de cerdos y y el de ovejas z
son enteros positivos, entonces el niimero z/2 es también un
pimero entero, esto quiere decir que z es un miltiplo de 2.
Ademés, como Y > 10, entonces 3z < 230, o sea, z < 76.
gustituyendo este resultado en la segunda ecuacion, tenemos
que 2z = Z — 50. Como z- debe ser un numero entero mayor
o igual a 10, necesariamente z > 70. De aqui concluimos que
10 < z < 13. Las posibles soluciones de este problema son las

siguientes:
Vacas 10 11 12 13

Cerdos 20 17 14 11
Ovejas 70 72 74 176

Los PRIMOS DE FERMAT

Fermat pensaba que todos los néimeros de la forma 22" + 1
con 7 un nimero entero eran numeros primos. En efecto, para

— 1, 2,3y 4 la féormula produce los nimeros primos 5, 17,
957 y 65537. Pero el nimero 92° 1 1 = 4294967297 no es
pidmero primo, como fue demostrado por Euler, quien calculé
que 4294967297 = 641 X 6700417. No se sabe si hay otros
ndmeros primos que puedan ser construidos en la forma suge-
rida por Fermat.

Demuestre que si 2™ + 1 es un nimero primo, entonces m =
2" para algin nimero n.

Solucién. Supongamos que m NO €s de la forma 2", demostra-
remos que entonces 2™ + 1 no es un niimero primo. Dividimos

a m entre el nimero de la forma 2" con n mas grande posible.

”

Esto es, m = 2"¢, donde ¢ es un numero entero positivo non
n
mayor que 1. Llamemos a = 22" Tenemos entonces que:

gm 41 =241 =0¢"+1.

Pero para los nimeros nones ¢ se tiene que a® + 1 es divisible
entre @ -+ 1. Por ejemplo, para ¢ = 5 tenemos:

a5+1:(&.+1)[a.4~a3+a2—a+1)‘
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En general, a°+1 = (a+1)(alc=1) - q(c=2) 4 4(c-3)_ —a+1),
Como ¢ > 1, esto ofrece un factor propio de 2™ + 1, que no eg
entonces primo.__

V. Enviando

mensajes secretos

LA CRIPTOGRAFIA es la ciencia de las comunicaciones secretas.
El problema es trasmitir a un destinatario de manera segura
un mensaje de forma que sélo él pueda entender el contenido, a
pesar de que todo mundo pueda leerlo. Cuando trasformamos
un mensaje de manera que sélo puede ser entendido por el
destinatario, decimos que el mensaje ha sido codificado y que
el destinatario conoce la clave de decodificacion.

Todos hemos jugado cuando niios a enviar “mensajes se-
cretos” escribiendo unas letras por otras, de forma que sdlo el
destinatario sepa cudl es el cambio de letras que utilizamos.
Este es el mismo método que utilizaban los emperadores roma-
nos. Por ejemplo, Julio César usaba un desplazamiento ciclico
de las letras del alfabeto de forma que la A se escribia como D,
la tabla completa de las transformaciones seria:

letra: ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ
codificada: DEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZABC

Esta transformacion de las letras del alfabeto se llama una
trasposicion. Si decidimos que los espacios en blanco se escriben
como A, entonces la segunda frase de este capitulo en el cédigo
de Julio César se escribiria de la manera siguiente:

HOASUREOHPDAHVAWUDVPLWLUADAXQAGH VWLQDWD
ULRAGHAPDQHUDAVHIXUDAXQAPHQVDMHAGHAIRUPD
ATXHAVRORA HOASXHGDAHQWHQGHUAHOAFRQWHQLGR
ADASHVDUAGHATXHAWRGRAPXQGRASXHGDAOHHUOR

¢ Qué tan ficil seria para un ejéreito enemigo descifrar este
mensaje? No sabemos qué tan habiles fueron los enemigos de
Julio César, pero este tipo de cédigos secretos son ficiles de des-
cifrar.
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En efecto, en un idioma la frecuencia con quc las diferentes
Jetras aparecen no es la misma. Por ejemplo, la letra E es la
que més frecuentemente se utiliza y, como bien sabngS, no
hay muchos ejemplos de pa.]abras_; que usen W. Pues bien, en el
cédigo de Julio César la frecuencia con la que aparece una letra
en el mensaje original y la letra correspondiente en el mensaje
codificado es la misma. Asi, la letra A aparece 11 veces en el
mensaje original y por lo tanto la D aparece 11_ veces en’el_ men-
saje codificado. Esto nos da la clave para descifrar el cédigo de
una transposicion: si tomamos un texto suficientemente largo
y contamos cudntas veces aparece cada letra tendremos una
idea aproximada de la frecuencia con la que esa letra se usa
en el lenguaje, luego contamos las frecuencias de cada letra en
el mensaje cifrado; frecuencias parecidas indican que probable-
mente se trate de una letra y su correspondiente codificacién.

Tratemos de decodificar el mensaje de Julio César. Para ello
usamos el texto de este capitulo (desde el inicio hasta este
parrafo) para calcular la frecuencia con que se usan las letras
en espanol. Obtenemos asi la siguiente tabla:

Numero de Nimero de
Letra ocurrencias  Frecuencia Letra ocurrencias Frecuencia
espacio 395 172 U 80 .034
E 316 3T M 1 .030
A 247 107 P 39 017
it 170 074 F 34 .015
(9] 162 070 B 23 .010
I 131 057 Q 19 .008
N 126 .054 J 18 .008
L 117 .050 G 18 .008
R 112 .048 ¥ 7 .003
c 105 .045 V 6 .003
T 91 .039 H 6 .003
D 90 .039 Z 4 .002

Contamos enseguida el niimero de veces que aparece cada
letra en el mensaje cifrado. Obtenemos la siguiente tabla:
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Nimero de Nimero de

Letra ocurrencias Letra ocurrencias
A 28 G _ 10
H 24 X 9
Q R 12 U 7
D 11 | A s 6

Las demas letras aparecen cuando mucho en 3 ocasiones.
Vemos entonces que el signo mas usado en el mensaje codifi-
cado es A y es logico esperar que esta letra debe representar
el espacio entre palabras que es el signo mds utilizado en o]
lenguaje escrito ordinario. La segunda letra mas usada es la §
y podemios concluir que probablemente se trate de la letra E.
Hasta aqui las cosas van perfectamente. Las cosas comienzan
a complicarse después, pues la tercera letra mas usada en o
mensaje codificado es la ) que no corresponde a la letra A, que
es la tercera mas usada en el lenguaje ordinario. Sin embargo,
las letras mds usadas en el mensaje: Q,D,R,G corresponden
a las letras N,A,0, D, que estin entre las letras mas usadas
ordinariamente. Después de ensayar entre varias sustituciones
diferentes es facil atinar con la sustitucién correcta que nos
permite llegar al siguiente mensaje:

e0 SUoEOePa eV WUaVPLWLU a Xn deVWInaWaUlLo de PanelUa
VelXUa Xn PenVaMe de IoUPa TXe VoOo eO SXeda en Wendel eQ
FonWenlLdo a SeValU de TXe Wodo PXndo SXeda OeelUQo

Hemos escrito con minisculas las letras decodificadas y de-
jado en mayiisculas las que todavia no hemos tratado de desci-
frar. Un vistazo a las palabras cortas de este texto nos obliga
a pensar que probablemente la X codifique ala u,la O alal,
la V alas,laT alaq. Hechas esas sustituciones el mensaje
puede terminarse de descifrar facilmente.

Los problemas que encontramos en el desciframiento del men-
saje anterior se deben a su longitud. El método que acabamos
de ver para descifrar un mensaje sélo es ttil si sabemos que
el mensaje ha sido cifrado por medio de una transposicién de
letras y si el mensaje es relativamente largo. Un mensaje rela-
tivamente corto puede tener caracteristicas especiales de forma
que la frecuencia de las letras que utiliza no sean parecidas a
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Jas del lenguaje ordinario. Por ejemp}o, en un mensaje corto
omo: ATACA AHORA, la letra que mas aparece es 'la 'A, mien-
fras que no hay una sola E. Un mensaje asi sera practicamente
imposible de descifrar si no se conoce la clave de cifrado.
] E\] paso de los anos quedd claro que la codificaciéon de men-
sajes (largos) en la forma que lo hacian los romanos era facil
de ser descifrada por las personas que no deberian conocer ,el
mensaje. Por ello se comenzaron a usar claves de codificacién
més y mas complejas. Pero la mayor parte.d_e los esfue}'z?s fue-
ron initiles pues la historia esta.lll-ena de e‘]empl'os de éxitos de
analistas que logran violar los c6digos del enemigo.
Durante la primera Guerra Mundial los brlt.amcos lﬂt&l:cep-
taron un mensaje cifrado del ministro ".ie. I'lelacmnes E)_{terlores
de Alemania, Arthur Zimmermann, dirigido al embajador en
México, Heinrich von Eckardt. Después de muchos esfuerzos
los analistas britdnicos lograron romper el cod.tgo del mensaje
y descubrir un plan alemén de alentar al gobierno de Mexnco
para que entrara a la guerra como'a.lia,do de Alemania ase-
gurandole que, al triunfo, recuperaria los t.eirratorlos' perdidos
en la guerra de 1847. El aviso que se envio a.l presidente de
Estados Unidos, Woodrow Wilson, decidio a éste a entrar in-
mediatamente en la guerra del lado de los aliados, lo que pro-
bablemente permitié un fin mas rapido del conflicto armado.

CODIFICANDO CON MATRICES
Una matriz de tamaio 2 X 2 es un arreglo de nimeros:
an 012)
an azx)’
como las matrices Ag y By siguientes:

5 -3
A":(:Q; g) BO:(-:; 2)'

Hay muchas cosas que se pueden hacer con las matrices. Por
ejemplo, se pueden sumar como sigue:

et @iz (b bip) _ (au-l-bu ﬂ12+512)_
a1 G ba1  bap Az + b1 a2z + by
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De esta forma la matriz Ag + Bg resulta:

(6 7)

Una matriz también se puede multiplicar por una columna
L)1
‘Uz) de forma que el resultado es otra columna. Esta mul-

tiplicacién estd dada por la siguiente regla:

(311 ‘112) (”1) - (0111’1 + ajzv2

an azz2 ) \v2 anv + 0221«’2) '

Por ejemplo, si multiplicamos nuestra matriz Ag por la columna
37

: 61 )"

Fn.la,lmente, observemos que también podemos multiplicar
matrices si pensamos que una estd formada por dos columnas
En efecto, si tenemos dadas dos matrices A y B de tamaiio 2)(2.
y b y b, son las dos columnas que forman la matriz B, entonces
definimos la matriz A - B como la matriz cuyas columnas son
A-byy A-by. Podemos asi calcular los productos:

(2 3\ (2 3)_ (13 2

- Ao_(3 5) (3 5)‘(21 34)
po=(2 3 5 -3 10

t080= (5 5) (5 2)=(0 1)

.Vamos a ver como podemos usar estas operaciones de ma-
trices para obtener una clave de cifrado mas dificil de descifrar
que la de Julio César.

Comencemos con asignar a cada letra del alfabeto un nimero.
Por ejemplo, podemos elegir la siguiente sencilla asignacién:

ABCDEFGHIJ K ILMNOPQRSTUVW
XY Z
12384567 891011121314 15161718192021 2223242526

v = (121), resulta la columna Ag-v =

Supongamos que queremos codificar el mensaje: “El pro-
blema es comunicar de manera segura un mensaje”.

szenza.mos pa,rtlensio este mensaje en pares de letras: “El
pr o le ma es co mu ni ca rd em an er as eg uUr au N en sa
je”, y formamos con estos pares columnas de nimeros segiin la
tabla de cifrado: '
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(B EE D EE G
() () (3) (3) () () (3)
RIBIBIAIBIG!

Escogemos una matriz A de tamafio 2 X 2 que sea invertible,
esto es, que exista otra matriz B de forma que A - B sea la

matriz identidad:
I= 1 0
Al Ly

Por ejemplo, nuestra matriz Ag definida antes es invertible.
Para continuar, multiplicamos cada una de las columnas obte-
nidas por la matriz invertible Ao, para obtener un sistema de
99 nuevas columnas como siguen:

46 86 36 39 29 67 51 89
75 138 55 61 44 110 &4 144
55 (60 (48 (49 (44 64 59
g7)\o7)\74)\80)\73)\105/\98
31 96 65 67 52\ (41 (35
50 ) \ 153 ) L 168 ) \ 107 ) \ 85/ \ 62/ \ 55/~
Por dltimo reescribimos estas columnas en un arreglo de

ndmeros consecutivos para borrar toda huella de lo que hemos
hecho. El mensaje cifrado que enviaremos es el siguiente:

46 75 86 138 36 55 39 61 29 44 67 110 51 84 89 144 55 87 60 97 48 T4
49 80 44 73 64 105 59 98 31 50 96 153 65 168 67 107 52 85 41 62 35 55

La persona que recibe ¢l mensaje y debe descifrario procede
de 1a siguiente manera sencilla. Debe conocer la matriz Bo que
tiene la propiedad de que Ag- Bg es la matriz identidad I, luego
divide los niimeros del mensaje en parejas y forma las columnas
correspondientes. Luego multiplica las columnas por la matriz
Bg y obtiene columnas que le permiten leer el mensaje. En
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nuestro ejemplo, comenzariamos a descifrar asi:
( 5 =3\ (46 _(5\ [(E
=3 2)\Bi "\ BR2J" Ly
(5—3\ 8 \ _(16\ _ (P
-3 2J\138) " \18) \Rr )"
Un_mensa.je cifrado de esta manera es muy dificil de desci.
frar §1 1o se conoce la matriz Ap o la matriz By. Pero no es
1mpc_)51ble, de hecho el mensaje dirigido al embajador de Ale-
mania en México y descifrado por los servicios de inteligencia
britdnicos durante la primera Guerra Mundial, estaba cifrado
por medio de una matriz de tamafio 6 X 6 en la forma en que
hemos trabajado antes.
Finalmente nos preguntamos, ;de cuintas formas podemos

elegir nuestra matriz invertible Ay? Contestamos esta pregunta
por medio de un sencillo teorema.

a

= b .
Teorema. Una mairiz A = d liene una inversa con

entradas enteras si y solamente si ad — bc vale 1 0 —1.

El nimero ad — bc se llama el determinante de A y se denota
como det A.

Demostracion. Tomemos dos matrices 4 = [ ¢ 6 B =
c d) Y -

al’
(c, d")' Sabemos que el producto de las matrices es:

A_Bz(aa’+bc’

ca’ + de Ay bd)

cb’ + dd'
que tiene determinante:
det A - B = (aa’ + bc')(cb' + dd') — (ab' + bd')(ca’ + dc')
= (ad — be)(a'd’ — b'¢') = det Adet B.
Ahora estamos listos para la demostracién. Si suponemos
que B es una matriz con entradas enteras que es inversa de A,

entonces A-B =T ydetAdet B =detA-B=det] =1 x 1
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_0 x 0 =1. Como ademas det A y det B son niimeros enteros,
debemos tener det A =1 = det B, o bien det A = —1 = det B.

Para el converso, supongamos que det A vale 1 o —1. Defi-
nimos la matriz B sencillamente de la manera siguiente:

B ( i “b) .
- a
El productode Ay B resulta ser:

ad—bc —ab+ba) _ (1 0} _,
—cb+da/ —\O 1/ 7

A'B:(cd—dc

lo que completa la prueba. 0

ECHANDO VOLADOS
POR TELEFONO

Juan y Marfa viven en ciudades distintas y desean verse. Juan
le habla por teléfono y le pide que lo visite. Maria piensa que
Juan es quien debe viajar. No se ponen de acuerdo.

—Ya sé, echemos un volado y el que pierda hace el viaje
—dice Juan.

—Perfecto —dice Maria sacando de su bolsa una moneda—.
Elige: aguila o sol.

—Sol —pide Juan, al tiempo que escucha a Maria decir:—
perdiste, tu hards el viaje.

;Puede Juan confiar en que Mxria no hizo trampa?

La misma situacién del volado telefénico se presenta en mu-
chas situaciones de la vida moderna. Por ejemplo, un banco A
hace una transferencia al banco B por via electréonica. ;Como
sabe el banco A que la informacién enviada llegé correcta-
mente? ;Cémo pueden estar seguros los dos bancos de que al-
guien no leyé la informacién enviada y puede hacer mal uso de
ella?

Una propuesta para poder echar volados telefénicos sin que
nadie sospeche que le estdn haciendo trampa es de Michael Ra-
bin y se basa en el uso de las computadoras y algunas sencillas
ideas matematicas. Veamos qué deben hacer Juan y Mari{a para
echar un “volado moderno”.
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Maria y Juan encienden sus computadoras. Maria elige dog.

nimeros primos p y ¢ y no se los comunica a Juan, pero si le da

el resultado n = pg de multiplicarlos. Digamos que Marfa elige &
p =11y ¢q = 19, entonces le dird a Juan el ntimero n = 209

La computadora de Juan tiene un programa muy eficiente pars
saber si un nimero dado es primo o no lo es. Cuando Juan le
da el nimero 209, su computadora inmediatamente le dice que
no es un nimero primo. Lo que la computadora de Juan no

puede hacer es calcular la descomposicién de 209 en producto

de primos.

En realidad, un nimero tan pequeno como 209 puede facto.
rizarse rapidamente “a mano”. Pero lo que los matematicos no
han podido hallar es una forma eficiente de factorizar némeros
grandes, por ejemplo, un nimero de 200 cifras puede tardar
meses en ser factorizado en primos aun por las més poderosas
computadoras del mundo. Para que el ejemplo de Juan y Maria
fuera mds realista deberfamos utilizar dos nimeros primos de
alrededor de 100 cifras (estos niimeros se Conocen, pero no seria
cémodo para el lector que aqui los usaramos).

Continuemos. Juan elige un nimero cualquiera menor que
209 y comprueba si divide a 209. Si esto ocurre, ya gané el
“volado moderno”. Pero es muy improbable que esto suceda
asi. Digamos que escogié el nimero 17. Juan calcula con su
computadora el residuo de dividir entre 209 e namero que eligic
al cuadrado, esto es, el residuo de dividir 172 = 289 entre 209,
que resulta 80. Se dice que 289 es congruente con 80 médulo
209 y se escribe 289 = 80(mod 209). Es el nimero 80 el que
Juan deberia de comunicar a Marfa. Ahora, Maria utiliza un
programa de su computadora para calcular todos los posibles
nimeros a tales que a?> = 80(mod 209). El resultado es que
los tinicos niimeros posibles son 17, 93, 116 y 192 (ya que por
ejemplo, 93% = 8649 = 41 x 209 + 80). Pero observemos que
—17 = 192(mod 209), al igual que —93 = 116(mod 209), de
forma que bastard con considerar los nimeros 17 y 93.

Finalmente, Marfa debe comunicar a Juan uno de los dos
nimeros que obtuvo de su computadora. Si le da el némero
17, Juan no sabri nada nuevo Ya que ése fue el nimero que
él eligid, en ese caso habra perdido el “volado moderno”. i Qué
pasa si Maria le da el nimero 93? En ese caso, Juan calcula la
diferencia de los dos nimeros que conoce 93 — 17 = 66 y usa
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su computadora para calcular el mdximo comin divisor de 209
66, que resulta ser 11. Al conocer este factor de 209, el otro
i’{acto’l‘ se calcula inmediatamente para obtener que 209 = 11x19
con esto Juan gana el “volado moderno”.
. Dados nimeros a, b y n, se dice que a y b son congmer_;te:s
modulo n si @ — b es divisible entre n. En ese caso f-'.‘SCrlbl-
mos @ = b(modn). La aritmética modular es muy itil para
esconder secretos. Es ficil codificar médulo un nimero, pero
decodificar no es tan sencillo. Por ejemplo, 200 = 2(mod 11).
Aunque todo mundo sepa que usé gl 1} para codificar y que
mi resultado fue 2, no sabrian si mi nimero era ,13, 24, 101
o 200, salvo que tengan informacién adiclqnal. :Cémo se hace
esto? Supongamos que Maria quiere c_omumcarl,e a Juan el men-
saje simple: “ven”. Primero lo cambia a un nimero usa.l:ldo el
cédigo: A = 01,B = 02,...,Z = 26. De forma que su nimero
es 220514. Cada par de cifras en este nimero es.ahora'. ele-
vado a una potencia fija s, digamos s = 7 y escrito mJodulo
nuestro nimero compuesto n = 209. Obtenemos el niimero
155168 174 (ya que 227 = 2494 357 888 = 209x 11 934 7264155,
etcétera). Los nimeros que Maria comunica a Juan son: 209,7y
155168 174 sin temor de que su mensaje sea interceptado. Para
descifrarlo, Juan debe conocer la factorizacién 20? =11x 19
(por cierto, el nimero s elegido debe no tener divisores comu-
nesconp—1=11-1=10ycong—1=19—-1 = 18, por
esto Maria eligié s = 7). El procedimiento de desciframiento
consiste en elevar cada grupo de tres cifras del nimero 155,
168 y 174 a una potencia ¢, donde el nimero ¢ sélo puede ser
calculado por alguien que conozca los factores 11 y 19 de 209.
i Cuél es este nimero ¢t? Como s no tiene divisores comunes
con (p—1)-(g—1) = 180, entonces hay néimeros a y b de forma
que as+b(p—1)(g—1) = 1, en nuestro caso —77x 7+3x 180 = 1,
osea, a = —77. Una aplicacion del llamado pequerio teorema de
Fermat nos dice que si 2° = y(mod n), entonces y® = z(mod n).
También se tiene que z* = z("**)(mod n). En nuestro caso,
n+a = 103 y éste es el nimero t que buscdbamos. En conclusién
tenemos que 155'% = 22(mod 209), 168 = 5(mod 209) y que
174'% = 14(mod 209), cilculos que Juan lleva a cabo con su
computadora para leer el mensaje que Marfa envid.
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: COMO PARTIR
UN NUMERO EN CUBDS

Considérese el niimero 19'9. ; Puede este niimero escribirse como
cuma del cubo y la cuarta potencia de dos enteros?

Solucién. No es posible. Por supuesto, no deseamos calcular
explicitamente el valor de 19" y todos los cubos y cuartas po-
tencias menores. B '

Trabajaremos en la aritmética médulo 13. Aqui, 19 = 6
(mod 13) y 19'® = 6'° = 6'2 x 67 = 1 x 7(mod 13).

Calculando los cubos 3 en Zy3, resulta que un nimero a®
con a entero, puede ser congruente con 0,1, 5, 8 0 12 maodulo
13. Similarmente, un nimero b%, con b entero, puede ser con-
gruente con 0,1,3 o 9 médulo 13. Luego la suma a® 4+ b v
ser congruente con cualquier nimero médulo 13, excepto ¢
Luego, el problema tiene respuesta negativa.

?

Figura V.1.

;FUPNWBNWBUIRTJKCRDGXLUFP?

Pocas personas pueden creer que es dificil inventar
un método de escritura secreta que desafie la inves-
tigacién. Sin embargo, puedo asegurar que €l ingenio
humano no puede crear un cifrado que el ingenio hu-

mano no pueda descifrar.

Epcar ALLaN PoOE

; Podré usted descifrar el mensaje del encabezado de la seccion’
Para ayudarlo diremos que estd codificado de forma que cada
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letra tiene un valor numérico de la siguiente manera: A = 1
B=2€C=3 ..:u=26. -

El mensaje que se iba a codificar fue dividido en bloques de
tres letras y codificado usando la matriz:

120
A=[10 1
1171

Finalmente el resultado numérico volvié a ser “traducido” a
letras usando la aritmética médulo 26.

Solucién. En primer lugar debemos tener claro que las opera-
ciones que describimos antes para matrices de tamafio 2 x 2
pueden también efectuarse con matrices de tamaiio 3 x 3. Por
ejemplo, el producto de la matriz A con una matriz columna se
lleva a cabo en la siguiente formas:

a a+ 2¢
A1 b ] = a+ec
¢ a+b+e

En particular si definimos la matriz:

1 2 =2
B = 0 -1 1
-1 -1 2

calculamos que A - B es la matriz identidad:

1 00
01 0
0 0 1

Es la matriz B la que tenemos que usar para decodificar nues-
tro mensaje. Hay por supuesto la dificultad adicional de que el
mensaje fue “traducido” a letras usando la aritmética médulo
26. Esto quiere decir que la letra F con la que comienza el men-
saje puede corresponder a cualquier niimero n con la propiedad
de que n = 6(mod 26). Entonces el primer bloque de tres letras
FUP por decodificar corresponden a una columna de la forma:

6+ 26a
v=| 214 26b

16 + 26¢

/

')

para algunos numeros a,b,c. Al multiplicar esta columna por
la matriz B obtenemos:

16 + 26a + 52b — 52¢
B-v= —5 — 26b + 26¢
5 — 26a — 26b + 52¢

Sabemos ademés que estos nimeros deben estar entre 1y 26.
jPodemos encontrar los valores de a, b y ¢? Del primer renglén
de la columna deducimos que a + 2(b — ¢) = 0, del segundo
rengl6n vemos que —b+¢ = 1y del tercero que —(a+b)+2c = 0.
De esto es facil deducir que a = 2,5 =0y ¢ = 1. Entonces FUP
se decodifica como PUE. El resto del mensaje lo dejamos al
lector interesado. :

Por supuesto, hay muchas combinaciones de mecanismos para
cifrar un mensaje. En 1839 Edgar Allan Poe desafiaba a sus lec-
tores del Alezander Weekly Messenger a que le enviaran crip-
togramas que €] descifraria. En febrero de 1840 un lector envié
un criptograma que Poe afirmé no tenia ningin sentido. Fue
sélo en 1975 que el matemdtico Winkel descifré el mensaje del
lector de Poe. El cifrado era una combinacién de métodos, un
poco en el estilo del que hemos utilizado para el titulo de esta
seccion.

El método descrito para el cifrado del mensaje “ven” de
Maria a Juan es el usado por el ejército de Estados Unidos
(y probablemente por el de otros paises). Parece ser el método
mas seguro de cifrado actualmente.
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V1. Imégenes de
la Alhambra

La urgencia que lleva al decorador a llenar cualquier
vacio es generalmente descrita como horror vacut,
que supuestamente €s caracteristico de muchos es-
tilos no clasicos. Tal vez el amor al infinito seria una
mejor descripcion.

El sentido del orden, E. H. GOMBRICH

CoMo en la mayoria de las culturas antiguas, el arte del Islam
tiene sus raices en la religién. Aunque no esti escrito en el
Corén, la tradicion afirma que el profeta Mahoma prohibié las
iméagenes y los {dolos que representan Seres vivos. Sélo Dios
puede crear y dar forma a la vida, cualquier imitacion hecha
por el hombre es considerada idolatria. El maestro religioso El
Bourkhari (siglo 1X) sentenciaba: “quien imite Jas criaturas de
Dios, tendrd que darles vida: la suya.”

Probablemente el resultado mas importante de estos manda-
tos religiosos en la cultura isldmica lo encontramos en el arte y
en la ciencia. En ambas se desarrolla un gusto marcado por el
pensamiento abstracto. A los intelectuales islamicos no les in-
teresa mas el aspecto externo de las cosas y los seres, tratan de
profundizar en la comprension de su esencia, en su estructura
y funcionamiento. Fl conocimiento de lo abstracto lo buscan a
través de los nimeros, la geometria, las matematicas, lo bus-
can en el movimiento de los planetas y otros cuerpos celestes. El
Islam continda de esta manera la rica tradicion matematica de
los griegos de la Antigiiedad. Los eruditos estudian los escritos
de Pitagoras, Platon, Euclides, Apolonio y los enriquecen con
nuevos descubrimientos y desarrollos. Muchos de estos descu-
brimientos han llegado hasta nosostros como parte esencial de
la cultura, baste recordar que las palabras cero. cifra, algebra,
almanaque y cenit son de origen arabe.

Fl interés de la cultura isldmica por lo abstracto se manifiesta
también en la forma artistica. En lugar de cuadros nafuralistas,
como en casi todas las demas culturas, en el Islam florecen las
expresiones con motivos geométricos. Para ello se utilizan dos
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Figura VI.1. Un patio interior de la Alhambra.

[orlna.s artisticas: el arabesco floral y el arabesco poligonal (en
4rabe: tauriq y tastir). El primero hace uso de figuras y curvas
g’eométricas en forma libre, el segundo usa una geometria de
Tineas rectas que siguen un patron bien definido.

La cumbre del arte islémico del arabesco poligonal lo encon-
tiramos en la Athambra, de Granada. La Alhambra es el dltimo
de los monumentos de la civilizacion 4rabe en Europa. El dlti-
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mo rey moro reinaba aqui cuando fue vencido por Isabel la
Catdlica en 1492.

La Alhambra estd conformada por una serie de patios y
ciamaras adornados con exquisitas y coloridas figuras geomé-
tricas. Estas figuras se presentan en mosaicos o formando la
trama de las herrerias de puertas y ventanas. El trabajo de de-
coracién de la Alhambra fue sin duda efectuado por artistas con
amplios conocimientos de las matematicas de su tiempo. Las
figuras de sus muros son ]a muestra que ha quedado de un tra-
bajo de investigacion sistematico de estos artistas-matematicos
acerca de las simetrias del espacio plano.

Una de las primeras cosas que llama la atencién al observar
las fotografias de los mosaicos de las paredes de la Alhambra es
que forman patrones repetitivos. Muchos de estos patrones se
ven iguales luego de desplazarlos horizontalmente, o de pararlos
de cabeza. Estos movimientos que dejan invariante a un dibujo
(o patrén) se llaman simetrias. Muchas de estas simetrias pue-
den observarse al primer vistazo, otras son mucho mas dificiles
de hallar. Los artistas moros se deleitaron en la Alhambra en
buscar todas las combinaciones de simetrias posibles, pero su
arte fue poco desarrollado por las generaciones que les suce-
dieron. Sélo en este siglo ha renacido el interés por estudiar
seriamente los problemas que ellos, con tanta pasién, conside-
raron.

_Preguntas como: jqué formas pueden tener los mosaicos de
un embaldosado?, jcudles son sus simetrias?, jpodemos cubrir
una pared usando sélo un tipo de mosaicos?, jcon cuantos tipos
de mosaicos es esto posible?, son las que en los dltimos afos
han vuelto a estudiarse cuidadosamente.

Los embaldosados mas sencillos son los de la figura VI.2.
Estos embaldosados son sencillos no sélo por estar formados por
un solo tipo de mosaico, sino también por el hecho de presentar
una estructura repetitiva muy clara. Estudiemos con cuidado
esta caracteristica. :

Calquemos en una mica transparente la figura VI.2b. Se
puede ahora desplazar la mica hasta hacer coincidir otra vez
la figura trazada con la figura de la pagina del libro. Este movi-
miento es una simetria de la figura. Hay varios tipos de simetrias
que nos interesa diferenciar.

En primer lugar queremos considerar las simetrias que dejan
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Figura VI.2. Tres embaldosados sencillos.

-

la mica sin girar. Estos movimientos se consiguen por medio de
desplazamientos verticales y horizontales. Llamemos ¢, al mo-
vimiento que consiste en desplazar la figura verticalmente un
cuadro hacia arriba, entonces todos las simetrias verticales ha-
cia arriba se obtienen repitiendo varias veces el movimiento 1,.
A un desplazamiento de dos cuadros hacia arriba lo denotare-
mos por t2. Un cuadro hacia abajo es el movimiento opuesto a
t,, que llamaremos el inverso de t, y denotaremos por t; 1. Simi-
larmente, el movimiento t;, que consiste en desplazar la figura
horizontalmente un cuadro hacia la derecha, genera todas las
simetrias horizontales. Pero éstos no son los inicos movimien-
tos posibles. Si combinamos un movimiento hacia arriba t, con
uno a la derecha t; obtenemos otro movimiento (que llamare-
mos 1, - tx) que también es una simetria de la figura V1.2b. De

'la misma manera podemos realizar n movimientos hacia arriba

o hacia abajo (dependiendo desi n > 0o sin < 0)y luego m
movimientos hacia la derecha o la izquierda (dependiendo de si
m > 0o si m < 0)y obtener la simetria ¢7 - t}'. Observemos
finalmente que no realizar movimiento alguno es también una
simetria que denotaremos por el simbolo e. Los movimientos
descritos se llaman simetrias traslacionales del embaldosado y
forman un conjunto que denotaremos por la letra T. Los ma-
tematicos dirfan que el conjunto T' es un grupo abeliano con
dos generadores t, y ty. El lector puede facilmente observar
que las simetrias traslacionales de las figuras VI.2a y VI.2c son
también grupos abelianos con dos generadores.
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Figura VI.3. Algunos embaldosados de la Alhambra y los generadores de
sus grupos de simetria.

;Qué sucede si dejamos girar la mica? Para simplificar el
problema, hagamos girar la mica alrededor de un punto P cla-
vando un alfiler, esto impide cualquier otro tipo de movimiento
traslacional. Por ejemplo, elijamos el centro de giro P como
alguno de los vértices de los poligonos del embaldosado. En la
figura VI.2a, una rotacién r de un sexto de vuelta hace coinci-
dir otra vez la figura de la mica con la del libro. Cualquier otra
rotacién que tenga esta propiedad se obtiene repitiendo varias
veces el giro 7. Repitiendo seis veces la rotacion r regresamos
a la posicién original, esto es r® = e, Esto se expresa diciendo
que el conjunto de simetrias rotacionales R forma un grupo
ciclico de orden 6. Las simetrias rotacionales de la figura V1.2b
forman un grupo ciclico de orden 4 y las de la figura VI.2¢ unc
de orden 3. -

Podemos ahora obtener cualquier simetria de una de nues-
tras figuras por medio de la aplicacién de un movimiento tras-
lacional seguido de uno rotacional. Se dice que el conjunto de
simetrias S forma un grupo generado por Ty R. Mds adelante
veremos mas detalles de estos grupos.

Podemos ahora volver a tomar en cuenta los embaldosados
que parecen mas complejos, como los de la Alhambra. En las
figuras V1.3 y V1.4 vemos algunos ejemplos de grupos diferentes

Figura VI.4. Mas embaldosados de la Alhambra. jPuede determinar sus
simetrias?




que aparecen en los embaldosados de la Alhambra. En las figu-
ras indicamos los movimientos que dejan invariantes a los em-
baldosados, es decir, los generadores de los grupos de simetria,
Algunos son tan simples como los que hemos hallado en la fi-
gura VL2, otros son mas complicados. Pero, jcudntos grupos
de simetrias pueden formarse?, jcudles de ellos aparecen en la
Alhambra?

El trabajo matematico sobre los embaldosados se inicié por
el ‘interés de estudiar sus grupos de simetsias. Algunos de los
mads grandes matematicos de principios del siglo, como Klein y
Hilbert, se interesaban por estos problemas. Sin embargo, los
primeros resultados importantes en esta drea no vinieron de
matemadticos sino de quimicos.

L.OS CRISTALES:
MOSAICOS DE LA NATURALEZA

Los cristales han ejercido una fascinacién especial en los hom-
bres. Las excavaciones hechas por investigadores en algunas
cuevas de China muestran que el hombre de Pekin coleccionaba
cristales de cuarzo hace 400000 anos. Los cristales se distinguen
por sus colores, sus brillos, pero sobre todo por sus formas.

Cuando se observa un cristal en bruto, su apariencia se dis-
tingue claramente de una roca vulgar. Sus caras son practica-
mente planas, su cuerpo presenta grandes simetrias. La pirita
viene en cubos, la fluorita y los diamantes en forma de octaedro.
iPor qué?

};a forma de un cristal est determinada por los componentes
mas pequenos, 4tomos y moléculas, que lo integran. En el es-
pacio, los dtomos que forman los cristales se unen como piezas
de rompecabezas. Pero hay pocas piezas de rompecabezas que
puedan utilizarse: en el diamante, todas las piezas del rompe-.
cabezas son atomos de carbono; en la sal, hay dtomos de cloro
y de sodio.

Los cristales tienen las mismas caracteristicas que los em-
baldosados de mosaicos de la Alhambra. Sélo que mientras los
mosaicos estan disefiados por el hombre para cubrir paredes
planas, los cristales han sido disefiados por la naturaleza para
llenar el espacio de tres dimensiones.

A mediados del siglo pasado, algunos cientificos pensaron que
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el comportamiento fisico de los diferentes cristales deberia estar
determinado por su estructura geométrica, por sus simetrias.
Los intentos por estudiar los cristales de esta forma fueron ini-
ciados por Weiss en 1804 y Hessel en 1830 (aunque los resul-
tados de este dltimo permanecieron desconocidos por méas de
50 afios). Bravais redescubrié los resultados de Hessel en 1848
y obtuvo la clasificacién de los grupos cristalogrdficos puntua-
les, es decir, las simetrias cristalinas con respecto a un punto
fijo. Finalmente, la clasificacién de los grupos cristalograficos
fue obtenida por el quimico ruso Fedorov en 1885. Pero no fue
sino hasta 1913 que Laue, usando el método de difraccién por
rayos X, pudo describir la estructura de los cristales y demostré
que estaban formados por arreglos de dtomos como en un rom-
pecabezas. a

Figura V1.5. Cristales.

Al observar algunos de los disefios de embaldosados planos
de la Alhambra vemos que los mosaicos presentan algunas for-
mas regulares, pero no otras. Aparecen tridngulos, cuadrados,
hexégonos, pero ninguno con figuras regulares de cinco lados,
es decir, pentdgonos. El lector puede convencerse facilmente de
que no puede cubrirse el plano usando sélo pentdgonos (véase
la figura VI.6). Este hecho constituye un ejemplo sencillo de
una propiedad mas general del espacio: no hay simetrias ro-
tacionales de orden cinco, esto es, no podemos construir un
embaldosado que al hacerlo girar en un angulo de 72 grados

vuelva a coincidir consigo mismo.
Esta ausencia de simetrias de orden cinco no sélo se da en
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Figura VI.6. No se puede cubrir el plano con pentdgonos.

el pl-ano sino también en el espacio. La demostracién de esto
requiere a.lgtmas consideraciones matematicas que presentamos
en el siguiente apartado. |

La necesidad de introducir formalismos matematicos se debe
a la amplia riqueza de posibilidades para la construccién de
eml-:a.ldosa,dt)s y de cristales. Necesitamos tener una forma de es-
t}.td;a.r.los todos a la vez y no ir caso por caso, estudiando cada
s:tua_u:}én que se pueda presentar. Los embaldosados que hemos
considerado hasta este momento son sencillos, pero se pueden
tener otros mds complejos como los de la figura VL.7. Para
nuestro estudio nos limitaremos al tipo simple. i

Diremos que un embaldosado es cristalino si los mosajcos que
lo forman satisfacen las siguientes dos propiedades: C1) Ha
un numero finito de mosaicos M,...,M, en el emba.ldosadg
de forma que cualquier mosaico M se obtiene como la imagen
9(M;) de algin mosaico M, con 1 < ¢ < s bajo una simetria
g del embaldosado. C2) Cada mosaico del embaldosado posee
area finita y no tiene agujeros.

Observamc.as que los embaldosados de la Alhambra de las
figuras anteriores son cristalinos. Los embaldosados de 1a ﬁ
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Figura VL.7. Embaldosados no cristalinos.

gura VL7 no son cristalinos ya que la condicion C1) no se
satisface. jPuede dar ejemplos donde no se satisfaga la con-
dicién C2)?

En la figura V1.8 tenemos un embaldosado construido por
Kepler (si, el mismo que estudié las érbitas de los planetas).
Este embaldosado es cristalino pues claramente satisface las
propiedades C1) y C2), sin embargo podemos notar que no
hay simetrias que lleven una estrella en la estrella que estd
exactamente arriba.

Ademas de considerar embaldosados cristalinos del plano,
también consideraremos embaldosados cristalinos en el espacio.
En este caso, nuestros mosaicos seran solidos que se pegan en
el espacio para cubrirlo, como en el caso de los cristales. En
la figura VI.9 vemos un embaldosado cristalino en el espacio
formado por un solo tipo de mosaicos.

El grupo de simetrias de un embaldosado cristalino se llama
grupo cristalogrdfico. Debido a su interés por los cristales, los
quimicos comenzaron por clasificar los grupos cristalograficos
en tres dimensiones y s6lo mas tarde consideraron el problema
de los grupos de embaldosados planos. Las primeras enumera-
ciones completas de los grupos cristalograficos fueron hechas
por el quimico ruso Fedorov en 1885 para el caso tridimensio-
nal (resultan 230 grupos) y en 1891 para el caso bidimensional
(hay 17 grupos).

Si bien la clasificacion de los grupos cristalogrificos sélo se
completd al final del siglo pasado, los moros en Espana ya
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Figura V1.8. Un embaldosado diseiado por Kepler.

sabian bastante de esto: jlos 17 grupos cristalogrificos planos se
encuentran en embaldosados de la Alhambra! Seguramente los
moros no sabian entonces que ya no podian hallar otros grupos
pero sus conocimientos y practica en el diseiio eran tales que
encontraron todos.

SIMETRIAS Y GRUPOS

La nocién de simetria es sin duda mas antigua que las ma-
tematicas. En el lenguaje cotidiano el adjetivo simétrico se usa
para calificar un objeto bien proporcionado, bien equilibrado; la
simetria denota belleza. Otro significado de este adjetivo entra
en la composicién simetria bilateral, que quiere decir que sus la-
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Figura V1.9. Esquema de un cristal formado por un solo tipo de moléculas.

dos derecho e izquierdo son iguales, como en el cuerpo humano.
Esta segunda acepcion determina un concepto geométrico muy
preciso.

Muchas de las culturas antiguas tenfan una idea de la si-
metria acorde con las dos acepciones anteriores. Los griegos
pensaban, por ejemplo, que s6lo un cuerpo humano simétrico
(en el sentido geométrico) podia ser bello. Sin embargo, comen-
zaron a observar otras formas de simetria. En la naturaleza hay
miltiples ejemplos de organismos con formas mas complicadas
de simetria que la simetria bilateral del cuerpo humano. Por
ejemplo, las estrellas de mar (figura VI.10) presentan simetrias
alrededor de un centro, si rotamos la estrella en un dngulo de
72°, no notaremos ningin cambio. Las flores presentan también
simetrias centrales que pueden ser altamente complicadas. Los
copos de nieve, que se presentan en una variedad infinita, pre-
sentan siempre simetria hexagonal (es decir, un giro de 60° los
hace verse iguales).

Cuando los moros de Espana desarrollaron sus estudios de si-
metr{a ornamental, deben de haber contado con una idea clara
de las simetrfas y probablemente con métodos sistemdticos de
anélisis. Sin embargo, la nocién matematica de grupo de si-
metrias se estableciéd mucho mas tarde.



Figura V1.10. Estrella de mar. Ejemplo de simetria rotacional de orden 5.

En 1832, el joven matematico francés Evariste Galois, para
formalizar su estudio de las raices complejas de polinomios, de-
sarrollé por primera vez la nocién de grupo abstracto. El caso
mis simple de su estudio consistia en observar que si toma-
mos las dos raices 71 = o (-b+ b¥ —4dac) y 22 = =(—=b-
/b? = 4ac) de la ecuaci6n cuadratica ax®+bz+c = 0, entonces
la transformacién del plano complejo g que consiste en enviar
cualquier nimero complejo z = s+ ti en su conjugado complejo
z = s — 1i tiene la siguiente propiedad: o bien deja fijas ambas
raices 7, y 2 (esto se escribe g(21) = 21y g(z2) = z2,y sucede
en caso de que z; y 27 son reales), o bien envia la raiz z; en
la segunda raiz z, (esto se escribe g(z1) = 2, y sucede en caso
de que z; y T2 no son reales). Esta transformacién satisface
también que ¢g?(z) = z para todo nimero complejo z. Esto es,
el grupo asociado a la ecuacién cuadratica tiene dos elementos
e, g que satisfacen g* = e. Este grupo puede identificarse con el
conjunto Z, de enteros médulo 2 con la suma modulo 2.

Un grupo es un conjunto G junto con una operacion entre

102

los elementos del grupo. El resultado de la one=~<ién entre dos
elementos a y b se denota a - b. El grupo G con esta operacién

_cumple las siguientes propiedades:

asociatividad: dados cualesquiera tres elementos a, b y ¢ del

grupo G se tiene a-(b-¢) = (a- b)-c.

neulro: existe un elemento e en el grupo con la propiedad de
que a-e = a y también e-a = a, para todo elemento a del
grupo.

inverso: para cada elemento a del grupo existe otro elemento

a-! con la propiedad de que a-a~! = ey también ala=e.

Conocemos muchos grupos (y ya muchos eran conocidos an-
tes de que el concepto fuera definido). Por ejemplo, los niimeros
enteros con la suma forman un grupo. En efecto, dados nime-
ros enteros p,q,r se tiene que p+ (¢ + 1) = (p+q)+r. El

_peutro es el nimero 0 y el inverso de n es —n. También los

enteros médulo 7 con la suma médulo r forman un grupo. Si
un grupo es finito el nimero de elementos se llama el orden del
grupo. Asf los enteros médulo n forman un grupo de orden n.

Como un problema menos sencillo, nos proponemos describir
todas las simetrias de un cuadrado, permitiendo tanto rotacio-
nes como reflexiones por ejes de simetria.

Primero consideramos todas las rotaciones que envia el cua-
drado en si mismo. Estas rotaciones deberan tener por eje de
rotacién el centro del cuadrado. Claramente hay tres rotaciones
diferentes: las rotaciones por un dngulo de 90°, 180° y 270°, que
llamaremos 1, T2 y T3 respectivamente. En la figura VI.11 mos-
tramos estas simetrias y marcamos la forma en que los vértices
del cuadrado son permutados.

Después consideramos las reflexiones con diferentes ejes de
simetria. Hay cuatro diferentes ejes de simetria: el eje vertical
por el centro del cuadrado, el eje horizontal por el centro y las
dos diagonales. Denotamos estas simetrias por $1, S2, 83 ¥ $4.
En la figura VI.12 mostramos estas simetrias y vemos el efecto
que tienen en los vértices del cuadrado.

Finalmente, llamamos e a la simetria trivial (no movimien-
tos). Resulta que tenemos la siguiente tabla de multiplicacion
del grupo de simetrias del cuadrado:



1 4 ‘} 3
> 111
2 3 1 N2
1 4 3 2
C> P11
9 A P : 4 1 2
s
) i % ’
1 2 3 4
C> REE
4 " . L 12 3

Figura VI.11. Rotaciones del cuadrado.

€ Ty T2 T3 8§ 82 S3 S84
€ e T Tz T3 8§ S2 83 84
™ ry rea T3 € 83 84 82 85
r2 ry rs € T Sz 81 84 83
r3 rs € T Tz S84 83 S 82
51 8, S4 S2 S3 e Ty T3 T
S2 $p 83 S S§4 T2 € Ty T3
53 §3 S§1 S4 S2 rp Tz € T2
84 84 89 S3 S§ T3 rp re €

Esta tab'la se debe entender de la siguiente manera: si apli-
camos la simetria @ y en seguida la b, entonces leemos a en

L

la forma (ay,- .
n en algin orden (pero es imp

do lugar,

@ va primero, a; en segun

Figura VI.12. Reflexiones del cnadrado.

Otros grupos importantes son m
memos los nimeros del 1 a ny con
.,a,) donde las letras ay, .-
ortant

= (110)

2 E 3 3 2
of—t & (i110)
= (i119)

2 = 3 4 3
o1 @)

?L'i———a 2 !

uy sencillos de construir. To-
sideremos todas las listas de
., @y son los nimeros
e el orden, es decir,
etcétera). El conjunto de

la primera colflmna, y b en el primer renglén de la tabla. La

entradp. en la interseccién nos dara el resultado a - b de apli-

_car primero a y luego b. Es interesante notar que por ejemplo

71 i}‘jl = 83, mientras que 8j * r; = 34. ’
problema de calcular las simetrias del pentdgono | '

' o deja-

mos al lector interesado. ’ : "
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estas listas se llama el grupo siméirico de orden n y se denota
por S,. Podemos imaginar un juego de sillas: cada una de n
sillas tiene asignado un ndmero entre 1 y n y cada persona sen-
tada en la silla i tiene en sus Manos el ntmero i. Todo mundo
se para de las sillas y se vuelve a sentar en alguna silla (no
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cesariamente en la misma silla que antes tenfa). El resultado es
que a la silla i le queda asignada la persona a;, o sea, tenemos
la permutacion (a;,...,a,). 5

El conjunto de permutaciones S, es un grupo: si @ = (a1, ag,
cevs @n) ¥ b= (b1,b,...,b,) son dos permutaciones y podemos
multiplicarlas de la siguiente manera: a - b = (b,,,bq,,...,b,,).

Ademas, el neutro en S, es e = (1,2,...,7n) y el inverso de a
es b, cuya entrada a; es by, = i. Por ejemplo, para n = 3 el grupo
S3 tiene seis elementos e = (1,2,3), (1,3,2), (2,1,3), (3,2,1),
(2,3,1), (3,1,2). El producto de (1,3,2) y (3,2,1) es (3,1,2),
el inverso de (2,3,1) es (3,1,2). El lector puede construir de
esta manera la tabla completa de multiplicar en S3. Observe
que el orden de S3 es 3 X 2 = 6 (en general S, tiene orden
n!l=n(n=1)...2).

Elementos interesantes del grupo S, son las trasposiciones
t;; que se obtienen intercambiando i por j y dejando todos
los demds nimeros en su lugar. Por ejemplo, si n = 3, las
trasposiciones son t13 = (2,1,3), t13 = (3,2,1) y t23 = (1,3,2).
:Qué se puede obtener componiendo estos elementos en §3?
Veamos,

(1r23 3) = 3%21(2t3a 1) =12 ‘t137(3111 2) =123 - t12.

En consecuencia, todo elemento en S3 se obtiene como pro-
ducto de trasposiciones: (1,2,3) es producto de dos trasposi-
ciones, (2,1,3), (3,2,1) y (3,2,1) son producto de una sola
trasposicion (por ser trasposiciones ellos mismos) y (2,3,1),
(3,1,2) son producto de dos trasposiciones. Observamos que
(2,3,1) - (3,1,2) = (1,2,3), de donde se sigue que los tres
elementos de S3 que son producto de dos trasposiciones for-
man un subgrupe de S3. Esta observacién se puede generalizar
facilmente como sigue:

Proposicion. Consideremos el grupo simétrico S,. Entonces:

a) i"’odo elemento de S, se obtiene como producto de trasposi-
ciones.
Si g es un elemento de S, que se escribe como o = (1) .¢(2)
... 1) con 119, (1 = 1,...,8) trasposiciones y s el menor
numero posible, decimos que s es la paridad de o.

-b) El conjunto de elementos de S, con paridad par forman un
subgrupo de S, que se llama el grupo alternante A4,,.

c) El mimero de elementos de A, es n!/2.
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* 1.0S GRUPOS
CRISTALOGRAFICOS PLANOS

Sea S un grupo asociado a un embaldosado plano. Considere-
mos el grupo de traslaciones T y el grupo de rotaciones R del
embaldosado que deja un punto fijo. Ambos T' y R son subgru-
pos de 5. De hecho T' es un subgrupo normal de S y el cociente
§/T es isomorfo a R. Esto se denota por medio de la_sucesion

ezacta:
0T —-8—-R-—-1.

(NoTA: se dice que un subgrupo T de S es normal si para cada
dos elementos t € T'y s € § se tiene que sts™! € T El cociente
§/T esta formado por clases de elementos de S de forma que dos
elementos s; v $2 de S estdn en una misma clase si $; -32_1 eT.
La estructura de grupo de S induce una estructura de grupo
en S/T.)

Debido a las condiciones C1) y C2) hay dos traslaciones t,t’
en T que son linealmente independientes. En realidad T" es un
grupo abeliano libre generado por t 'y t'. Probaremos ahora que
R es un grupo ciclico generado por un elemento r tal que r™ = e
para alguna n = 1,2,3,4,6.

En efecto, sea R el subgrupo de S formado por las rotaciones
alrededor del punto P. Sea r un elemento de R que no sea la
identidad. Tomemos otro punto @ y fijémonos en los puntos
Q,7(Q),7*(Q),r*(Q),- . ., todos ellos caen dentro del circulo con
centro P y radio |PQ]. Como este circulo sélo toca un niimero
finito de mosaicos del embaldosado, tenemos que r* = e para
alguna n. Si elegimos n la mds pequefia correspondiente a los
elementos de R, entonces R estd generado por la rotacién por
un dngulo de 27 /n alrededor de P.

i Qué valores puede tomar n? Elijamos ¢ una traslacién en
§ por un vector v de magnitud minima posible. Sea Q = (P)
y Q' la imagen de @ por la rotacién 27 /n alrededor de P. El
movimiento ¢ = rir~! es una traslacién en § que lleva P en
Q’. El movimiento t't~! en § transforma @ en @', véase la
figura VI.13.

Como también 17! es una traslacién se tiene que la distancia
entre @ y Q' es mayor o igual que la distancia entre P y Q.
Esto sélo es posible si 27/n > 7/3, 0sea n < 6.
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:i'i.'l = viet()
L1t

Figura V113,

Afirmamos que el caso n = 5 no puede suceder. Suponga-
mos, para llegar a una contradiccién, que la rotacién por 2r /5

a'mlrededor de P e}sté. en el grupo S. Entonces la rotacién por e
dngulo 47/5 estd también en . Sea Q" la imagen de @ por

esta rotacién. Entonces hay una traslacién ¢ en § qu

en Q"' (véase la figura VI.14). La traslacién t¢” Ilega.ef}lz:a;
y es facil comprobar que la distancia entre P y P’ es estricta-
ment.e’ menor que la distancia entre P y @, lo que contradice |a
eleccién que hicimos de v. En conclusién, n puede sélo tomar
alguno de los valores 1, 2, 3, 4 o bien 6.

d -
o Q' / P'= t£7(P)

4 ; Ln/s
? a= )

Figura VI.14.

Resulta asi que S estd generado por las traslaciones t,t' y una

rotacién [1-). Hay cinco grupos cristalogrificos definidos de esta
manera. Damos a continuacién la infor i6 35 i

macion mas importante
de ellos. .

Grupo Generadores sat_;'sffg:nncf:)iﬂ;e’uigdore.g
: T t,t it = ¢
Saa92 t, ¢, 7 = rotacién de 180° W=ttt rl=¢
S333 t,r = rotacion de 120° T - e
Saaz t,r = rotacién de 90° t=e
Seaa t,r = rotacién de 60° i
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Hasta aqui hemos tratado solamente los grupoe cristalografi-
cos formados por simetrias que preservan la orientacion. Cuan-
do aceptamos también movimientos que incluyen reflexiones
alrededor de ejes aparecen nuevos grupos hasta completar 17.
Esbozamos c6mo se hace esto.

Consideramos el plano E? sobre el que se construye el em-
paldosado. Dado un punto P en E? lo identificamos con g(P)
para cualquier g en S. De esta forma obtenemos un €spacio
topoldgico E?/S. Consideremos el subgrupo normal §* de §
formado por las simetrias que respetan la orientacién, luego
G+ es uno de los cinco grupos clasificados antes y el cociente es
un grupo ciclico de orden 2. El espacio E?/5% puede obtenerse
a partir de la clasificacién. Resulta que E?|5% es un toro si
¢+ = T y E?/S* es una esfera en los demas casos. El grupo
§/§* induce una involucién o: E?/S* — E?/5t de forma que
E?/S es el espacio cociente (E?/S%)/(g). Las involuciones del
toro y la esfera son conocidas: en el caso del toro, el cociente
E?/S puede resultar una botella de Klein, un anillo o bien una
banda de Mabius (figura VI.15).

o

Figura VI.15. Toro, botella de Klein y banda de Mobius.

En el caso de la esfera, la involucién o debe ser una reflexion
por un meridiano o bien un cartografiado antipodal; el cociente
E?/S resulta un disco o un plano proyectivo, respectivamente.
A partir de esta informacién se puede reconstruir la forma en

~que el grupo S opera sobre E? y obtener todos los grupos.

Ilustraremos esto en un ejemplo.

Consideremos el caso en que St =T y 0: E?/S* — E?/S*
es la involucién tal que E?/S es la botella de Klein. La botella de
Klein resulta de un cuadrado en el que el par de lados verticales
se unen identificando los puntos que estin frente a frente y
el par de lados horizontales se unen punto a punto siguiendo
direcciones opuestas para cada lado (véase la figura VIL.16).

Consideremos en el plano la reflexién con eje la linea L. Po-
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Figura VI.16. La construccién de la botella de Klein.

-
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Figura VI.17. Copia de los dibujos originales de Polya (1924) con ejemplos
de los 17 grupos cristalogrificos planos.

demos definir la transformacién a: E? — E? que consiste en
reflejar alrededor de L y trasladar por el vector a. Esta iso-
metria del plano lleva el cuadrado A en el B y el punto P
en el P'. Consideremos la traslacion 1;: E? — E? determinada
por el vector b. El grupo abeliano libre T generado por iy y 13,
es tal que & induce la involucién o: E2/T — E?/T (en efecto,
observe por ejemplo que t - 5(P) = Q). Tenemos entonces que
S es el grupo generado por t24,1 y 7, de hecho bastan i, y &
para generar a S. En la figura VL.17 vemos ejemplos de los 17
grupos cristalograficos planos.

MOLECULAS COMO PELOTAS DE FUTBOL

El matematico juega con unas reglas que ha inven-
tado ¢l mismo, mientras que el fisico juega con las
reglas que determina la naturaleza; sin embargo, a
medida que transcurre el tiempo se hace cada vez
mas evidente que las reglas que el matemadtico en-
cuentra interesantes son las mismas que la naturaleza
ha elegido.

PauL DiracC

El uso de la teoria de grupos por los quimicos para determinar
las propiedades de las moléculas es un procedimiento bien es-
tablecido. Desde el punto de vista matemdtico la mayor parte
de los grupos que pueden aparecer como grupos de simetrias de
moléculas aisladas son muy sencillos, con excepcion hecha del
grupo alternante As (en el lenguaje matematico se diria que
todos estos grupos —salvo As— son solubles). El grupo As es
un grupo de orden 60 que aparece como subgrupo de S5 (que a
su vez tiene orden 5! = 120). El grupo Ajs es muy especial, entre
otras cosas es un grupo simple, es decir, no contiene subgrupos
normales propios.

En 1985 una nueva familia de moléculas fue descubierta por
los investigadores H. Kroto de Inglaterra y R. Smalley y R. Curl
de EUA mientras realizaban trabajos de astrofisica tratando de
encontrar nuevas moléculas de carbén. Las moléculas que en-
contraron son arreglos tridimensionales de atomos de carbono
(desde 24 4tomos hasta miles de ellos) y les dieron el nombre
de fulerenos en honor al arquitecto Buckminster Fuller, quien
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Figura VI.18. Icosaedro, icosaedro truncado y fulerenos.

constr'tiyé domos geodésicos con el mismo tipo de estructu
También reciben el nombre de futbolenos por su gran pa.reciila'
a una pelota de futbol. Por su descubrimiento recibieron el -
mio Nobel de quimica de 1996. e,
Los fulerenos exhiben propiedades fisicas y quimicas sorpre
dentes (superconductividad, ferromagnetismo y gran estg.billi-
dad). Su forma, ademds, les permite encapsular otras molécula;
y fof'mar compuestos de variados usos practicos. Entre estas
moléculas la mds estable es el carbono 60 (Cgo), que tiene u
estructura casi esférica con 12 pentdgonos y 20 ilexégonos ll]?;f‘
dos en su superficie y los 4tomos de carbén en los vértices. La
estrqctura de Cgp se puede obtener a partir del icosaedr(;' o}
_medm de ciertos cortes (o truncamientos). Recordamos ug ellt
JcosaeEi}'o es un poliedro regular con 12 vértices y 20 carz?s u
son -trlanguios equilateros, ademds, en cada vértice {‘oncur?ee
§ aristas. Si dividimos cada arista del icosaedro en tl:es‘ art ;
lgl'lales, es facil demostrar que los 5 puntos marcados sﬁgjrdéllzz
aristas que son mas cercanos a un vértice forman un [;enta'.gono

12

Gi cortamos al icosaedro por medio de los 12 planos que con-
tienen estos pentdgonos obtenemos el icosaedro truncado. Esta
figura tiene precisamente 5 x 12 = 60 vérfices, y sus caras son
12 pentdgonos (los de los cortes) y 20 hexdgonos (que se for-
man de cada una de las 20 caras triangulares del icosaedro al
cortar).

El grupo de simetrias del icosaedro es As. Como los cortes
que hemos hecho para obtener el icosaedro truncado son esta-
bles con respecto a este grupo (es decir, un corte va a parar
en otro corte cuando se aplica una simetria en el icosaedro),
entonces As es el grupo de isometria del fulereno Cgo (véanse

Jas figuras V1.18 y VL.19).

Figura VI1.19. Algunos ejes de simetria del icosaedro.

Uno de los usos mas recientes de los fulerenos se da en la
medicina. Un equipo de investigadores de la universidad de San
Luis, Missouri, consiguié proteger con ellos células nerviosas de
atacantes moleculares, los radicales libres.

Después de una herida grave en la cabeza, el cerebro fre-
cuentemente se ve inundado por neurotransmisores, de modo
que las células nerviosas son destruidas como si se tratara de
circuitos eléctricos sobrecargados. Algunas enfermedades como
el ALs (sindrome de Lou Gehrig) y el Alzheimer se caracterizan
por la degradacién gradual de las células nerviosas hasta que
los pacientes quedan paralfticos o pierden completamente sus
facultades mentales. En todos estos procesos destructivos, los
radicales libres parecen desempenar un papel decisivo.

Al encontrarse con un fulereno, un radical libre (que tiene
una carga eléctrica negativa) se pega a él fuertemente, pero no
puede romperlo por su alta estabilidad. Si se lograra disper-
sar fulerenos en el sistema nervioso, éstos absorberian y harfan
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inocuos a los radicales libres. Para poder lograr llevar los f,
lerenos a lo mas profundo del organismo, se requeria ha,cerlgh
solubles en agua, cosa que no sucede de manera natural Esi
doctor Dugan y su equipo lo lograron agregando a los ful-ere.
nos “agarraderas moleculares” formadas por acido malénic
Como las moléculas de agua se agarran del acido malénico, Oi
resultado es soluble en agua. i

Las primeras pruebas clinicas de esta idea, realizadas en ra
tas, parecen muy prometedoras. Por lo pronto, los investigado-
res estan aprendiendo mucho del papel de los radicales libres
en los procesos degenerativos del cerebro.

GRECAS

Lps mas sencillos patrones ornamentales son las bandas uni-
dimensionales donde una misma figura se repite con cierta si-
metria. Una banda asi se llama greca. Ejemplos de grecas los
vemos en las figuras VI.20 y VI.21.

Sugondremos que las grecas se repiten infinitamente en am-
bas direcciones. En el primer ejemplo es claro que una sola
traslacion genera el grupo de simetrias: la traslacion que lleva
una “cresta” en la siguiente. [Cudl es el grupo en el segundo

— ————————

ejemplo de la figura V1.207
L] L] * .‘ Mé

Fi ; i < ;
n:g;iita}/ll.m}. Dos ejemplos de grecas: la primera es griega, la segunda

P}'oblema. Encuentre la mayor cantidad de grupos de sime-
trias de grecas que le sea posible.

Solucion. Podemos ilustrar varias situaciones por medio de gre-
cas muy simples, formadas sélo por letras. Asi el grupo de la
primera greca de la figura VI.20 esta generado por una sola
traslacion y es el grupo de la greca: ...bbbbb. ..

La segunda greca de la figura VI.20 es mds interesante, se
parece a lagreca: ... LT LT LT..., cuyo grupo esta generado
por una traslacion (una L en la siguiente L) y una reflexién a
través de un eje horizontal seguida de un desplazamiento (que
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Figura VI.21. Grecas ornamentales correspondientes a los grupos (3) a (7)-

lleva una L en la siguiente I', a este movimiento le llamaremos
torcimiento). A los grupos de estas grecas los llamaremos grupo
1y 2, respectivamente.

Los grupos que podemos encontrar con esta sencilla receta
de considerar letras para los patrones son los siguientes:

1)...bbbbbbbb.. generado por una sola traslacion.

2) s b BE'L Tl Tse generado por una traslaciéon y un
torcimiento.

2)...bdbdbdbd... generado por una traslacién y una
reflexién vertical.

4)...NNNNN N N N... generado por una traslacion y
una rotacién de 180°.

5)...bdpgbdpaq... generado por una reflexion vertical
y una rotacién de 180°.

6)...EEEEEE E E... generade por una traslacion y
una reflexién horizontal.

7. HHHHHHHH.. generado por una reflexién
horizontal y dos verticales.

Fl hecho es que éstos son los inicos grupos que pueden pre-
sentarse como grupos de simetrias de grecas. Ejemplos de estos
grupos en grecas ornamentales estan dados en la figura VI.21.
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VII. Prondsticos deportivos

Topo aficionado a un deporte sabe que es muy dificil predeci
el resultado de un partido (si no, todo mundo ganaria juga,ndl:;
a los pronésticos deportivos). Hay numerosas historias de per-
sonas que han ganado grandes sumas de dinero en ellos. Ey
Esp?na., una seiiora de 80 y tantos afios gané la mayor bolsa de
la historia jugando una sola tarjeta de pronésticos. Cuando le
preguntaron como habia hecho para ganar, contesté que ella no
sabe nada de futbol, por lo que tomé una tarjeta ya llena que
encontrd en la habitacién de su hijo (que si sabe de futbol) y
la copid. __Sin embargo, la sefiora no se percaté de que la tarjeta
era de los juegos de la semana anterior. Grave error que le valig
el premio,

Cuapdo tratamos de evaluar seriamente las posibilidades de
un equipo, es dificil decidir si es mejor tener un buen ataque o
una buena defensa. Ademads, en un deporte como el futbol las
oportuni@ades de anotar son en general escasas y los resultados
entre equipos con fuerzas similares tienden a ser circunstancia-
les. Sin embargo, hay ciertos principios generales que podemos
entender.

Para entender y analizar de qué factores depende el resultado
en un deporte (mas adelante hemos de analizar con cuidado el
baloncesto) necesitamos entender algunas caracteristicas basi-
cas de los juegos. Comenzaremos por analizar un juego muy
simple que depende tinicamente de la suerte y no de la habilidad
del jugador: el juego de dados.

Juan y Pedro juegan a los dados. Cada uno elige un nimero
entre 1 y 12 y luego arrojan los dados; ganard aquel cuyo
numero salga primero como suma de los dados. Juan elige 8
y Pedro 10, jquién ganara?

La respuesta es que cualquiera de los dos puede ganar, puesto
que cualquier combinacién de los dados puede salir en la pri-
mera tirada. La pregunta correcta es: jquién es el ganador
mas probable? Para contestar esta pregunta necesitamos saber
cuales son los resultados posibles de tirar los dados. Supondre-
mos que un dado es rojo y el otro verde, si el rojo sale 1 y el
verde 5 diremos que el resultado de tirar los dados fue (1,5).
Cox} esta convencién podemos enumerar todos los resultz;dos
posibles:
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(L,1) (1,2) (1,3) (1,4) (L5) (1,6)
(2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5) (2,6)
(3,1) (3,2) (3,3) (3,4) (3,5) (3,6)
(4,1) (4,2) (4,3) (4,4) (4,5 (4,6)
(5,1) (52) (53) (54) (55) (5,6)
(6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5) (6,6)

Esto es, hay 36 posibles resultados de tirar los dados. De
éstos vemos que hay cinco maneras posibles de obtener un total
de 8: con (2,6), (3,5), (4,4), (5,3) y con (6,2), siendo cada
caso igualmente probable. Mientras que sélo hay 3 formas de
sumar 10: con (4,6), (5,5) y con (6,4). Claramente, es mds
probable que Juan gane en el juego. Pero nos gustaria poder
decir més: jcual es la probabilidad que tiene Juan de ganar?
Tiene cinco posibilidades de 36 posibles resultados, decimos que
tiene entonces P(8) = 5/36 probabilidades de ganar, mientras
que Pedro tiene P(10) = 3/36 = 1/12 probabilidades de ganar.
En general, decimos que P(n) son las probabilidades que se
tienen de que el total de los dados sea n. Entonces calculamos
que, P(1) =0, P(2) = 1/36, P(3) = 1/18, P(4) = 1/12, P(5) =
1/9, P(6) = 5/36, P(7) = 1/6, P(8) = 5/36, P(9) = 1/9,
P(10) = 1/12, P(11) = 1/18, P(12) = 1/36. Observemos que
la suma de todas las probabilidades P(1),..., P(12) es:

12
Y Pla)=1,

Queremos ahora saber cuéles son las probabilidades de Juan
de que la suma de dos tiradas consecutivas sea 22. Este namero
se puede obtener de las siguientes formas: 10+12 = 22,11+11 =
22. Si en la primera tirada obtiene 10, entonces en la segunda
debe obtener 12, esto puede suceder de 3 X 1 maneras posibles
de un total de 36 x 36 casos, esto sucede entonces con una pro-
babilidad P(10,12) que es igual a P(10,12) = P(10)- P(12) =
1/12 x 1/36 = 1/432; si en la primera tirada obtiene 11, en
la segunda debe obtener también 11, lo que puede suceder con
una probabilidad de P(11,11) = P(11)- P(11) = 1/324 y fi-
nalmente, si en la primera tirada obtiene 12, en la segunda
debe obtener 10, lo que puede suceder con probabilidad de
P(12,10) = P(12)- P(10) = 1/432. La probabilidad de que

117



una de estas tres cosas pase es la suma de las probabilidades
individuales de los tres casos, esto es, Juan obtendrd 22 con 15
probabilidad de: T

P(10,12) + P(11,11) 4 P(12,10) = ——.
648"
por supuesto, ésta es la misma probabilidad que tiene de obte.
ner 22 si hace una sola tirada con cuatro dados.

Con estas ideas vamos a tratar de describir matematicamente
el baloncesto. Se juega entre dos equipos de cinco jugadores. Los
equipos profesionales se mueven a altas velocidades y con gran
eficiencia. Un enceste en una jugada normal vale 2 puntos, salvo
que se realice a cierta distancia, marcada en la cancha, en cuyo
caso vale 3 puntos. También hay tiros de castigo que de ences-
tarse valen solamente 1 punto. Por supuesto, para describir un
modelo matematico del juego necesitamos considerarlo como
un juego mecdnico donde cada equipo tiene cierta probabilidad
de pasar de la defensa al ataque y luego otra probabilidad de
anotar. Nuestra aspiracion es que este modelo baste para poder
hacer un programa de computadora que permita predecir los
resultados de partidos reales. Desgraciadamente, un modelo asi
desconoce todos los pases y jugadas que un jugador puede ha-
cer, de hecho, se estd muy lejos de lograr un modelo de Michael
Jordan en computadora.

En nuestro partido se enfrentan los equipos A y B. En cual-
quier momento del juego las siguientes situaciones pueden ocu-
Irir:

¢ La bola esta en posesion del equipo A y va al ataque, diremos
entonces que el juego se encuentra en el estado Sj.

e El equipo A realiza un ataque a fondo, diremos entonces que
el juego se encuentra en el estado S,.

e El equipo A anota una canasta de 2 puntos. El juego estd en
el estado 5.

e El equipo A anota una canasta de 3 puntos. El juego se en-
cuentra en el estado Sy.

e La bola se encuentra en posesion del equipo B en la defensa.
El juego esta entonces en el estado Ss.

e El equipo B pasa de la defensa al ataque, diremos entonces
que el juego se encuentra en el estado Sg.
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o El equipo B realiza un ataque a fondo, direranc entonces que
el juego se encuentra en el estado S7.

o El equipo B anota una canasta de 2 puntos. El juego est4 en
el estado Ss.

¢ El equipo B anota una canasta de 3 puntos. El juego se
encuentra en el estado Sg.

o La bola se encuentra en posesién del equipo A en la defensa.
El juego estd entonces en el estado 5yq.

Notamos que en nuestro modelo no hay faltas ni tiros de
castigo (ni encestes de 1 punto). Claramente, el juego puede
pasar de ciertos estados a otros, pero no a cualquier otro. Cada
vez que el juego pasa de un estado S; a otro §;, decimos que
hay una transicion de estados (figura VII.1) y que la probabi-
lidad de que esto pase es P(i,7). En el juego de baloncesto las
posibles transiciones de estados estin dadas como sigue (por
supuesto marcamos con una flecha de §; a §; cuando es po-
sible la transicién del estado 5; al estado 5;, esto es, cuando

P(i,7) #0).

N
S "] 5 / Ss
S,
s TN
Ss > 57 Sio
\ S
U s

Figura VIL.1. Las transiciones del modelo de baloncesto.
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Las probabilidades de transicion entre los diferentes estadog
no son todas independientes. Notamos las siguientes relaciones:

a) Supongamos que el juego se halla en el estado S;. Entonces
o bien el equipo A liga un buen ataque y se pasa al estado S5, o
bien la bola cae al equipo B en la defensa, o sea, pasamos a]
estado Ss. Esto se expresa como:

P(1,2) + P(1,5) = 1.

De la misma manera se tiene que P(5,6) + P(5,1) = 1.

b) Si el equipo A estd al ataque, debe realizar un tiro. Pueden
suceder varias cosas: hay un enceste de 2 puntos y el juego va
en el estado S3 o hay un enceste de 3 puntos y el juego esta en
Ss4 o la bola rebota en el tablero, la recupera el equipo A y

regresamos al estado 52 o finalmente, la bola pasa al equipo B
a la defensiva. O sea:

P(2,3)+ P(2,4) + P(2,2) + P(2,5) = 1.
De la misma manera se tiene que P(6,7)+ P(6,8)+ P(6,6)+
P(6,10) = 1.
¢) Si el equipo A anota, entonces el B pasa a la ofensiva. Esto
es P(3,6) =1, P(4,6) = 1y también P(7,1) =1, P(8,1)=1.
d) Finalmente, si el equipo A recibe la bola a la defensiva,

puede pasar a atacar o bien perder la bola y entonces el equipo
B estard inmediatamente al ataque. Esto es:

P(10,1) + P(10,6) = 1.
De la misma manera se tiene que P(5,6) + P(5,2) = 1.

Aclaremos un poco mas. P(10,1) mide la capacidad del equi-
po A de pasar de su linea defensiva a media cancha, mientras
que P(1,2) mide su capacidad de pasar de media cancha a la
linea de ataque y tirar. Por razones practicas supondremos que
P(10,1) = P(1,2) y también que P(5,6) = P(6,7).

Definimos la matriz de transicion P de tamano 10 x 10 co-
rrespondiente al partido entre los equipos A y B de la siguiente

manera:
P = (P(4,7))is
que también denotaremos simplemente como P = (P(i,7)).
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Sslt(ﬂodgl es 1. Pero entonces, 5:(0) = 0 para i=2,...,10. El
e

cambiado de estado, .
E}; probabilida.d S5:(1) = P(1,1).

j inici S,. Esto se puede

ue el juego inicia en el estado 53 pu
Supong;rggi;lo que en el momento t=0Ia p}'()ba,bllldadl
B que el sistema (el partido de baloncesto) esté en e

i una vez que el sistema
i ento t = 1 lo medimos UR: :
N e entonces estard en el estado 5; con

En general después de k transiciones de estado el sistema
2

tar4 en el estado S; con una probabilidad §;(k). iCuénto va-
o ¥ ? iemplo, si k s
y fSti;cﬁlmSiﬂ:Li iij;fdeg;pdespués de dos transiciones de es:zgg
flz 163 maneras diferentes (de 51 2 S; y luego dl% S}) a :15‘2;‘??*?(;' >
v .,10), con proba.bilida,d §4(2) = Li=1 (1, ;

= 2, entonces pudimos pasar

4 2 _ . P!
;Pero ésta es la entrada (2,2) de la matnz P2 = Pl

i k de la matriz P y escribire-
i mos las potencias PF de ire-
Cogi“ier(a;?‘(i Ik dlt)mde P*(i,j) es la entrada del ren%lon;
m(;: colu;ma. J cie P*. Lo que observabamos antes para el €as
y

| = 2 se puede demostrar en forma general. Tenemos:

ili [ sisterna se encuenire
icién. La probabilidad de que € .
Eﬁ?gsstl:z}o Si(k) fiespués de k transiciones de estado es:
Si(k) = P*(1,19)- X
Para k = 1 sabe-
ion. Avancemos paso por paso. ) b
Deo? 031:??-0(1) = P(1,i). Supongamos que después d% ::r tol_
?:ans?cione;s de estado el resul(ticadol?ue gfff?.}rzlfsi)p;zm 5 s
t i decir que Si(k—1)= 3
(-hfl‘f' o mf(rlﬁ,f[)ez cua’.lesqmam;ras podemos pasar del :stz;dtoail-
:sl_est;:ci(; ’S,- con k tra.nsicioniil deSestado? foﬁl;f;sdiﬁ S-(k i 5
ici en el estado 5; con pro i(k -
;m:;l{lﬁ?;;s:sar:atgzrs del estado §; al estado S; con probabilidad

P(j,1). Entonces obtenemos:
10 N
Si(k) = 3 Si(k = 1)- P(3,1)
=1

10 .
=3 P ) - PU) = P*e1,4),
i=1

k_ pk=1,
donde en la dltima igualdad hemos usado que P*=P Bt
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La intuicién nos dice que siendo un juego de baloncesto una
larga sucesién de jugadas (esto es, transiciones de estado), las
probabilidades S;(k) con k grande deben de indicar lo q'ix'e su-
cede al final del juego. ;Cémo podemos usar este modelo para
predecir el resultado final de un partido?

Antes de considerar la respuesta a esta pregunta, seria bueno
saber si en la realidad podemos conocer las probabilidades de
transicién P(i,j) de los equipos de baloncesto. La respuesta es
afirmativa. Al menos en los partidos de baloncesto profesional
se lleva el registro de las jugadas efectuadas y con ellas se hacen
estadisticas de los equipos. Los pardmetros que necesitamos
conocer son los siguientes:

e P(1,2): que es la probabilidad que tiene el equipo A de pasar
de la defensa al ataque. Este nimero es también P(1,2) =
1-P(1,5),donde P(1,5) es la probabilidad de que el equipo
B detenga el avance del equipo A. Lo que se conoce en las
es::tadfsticas de baloncesto profesional es la eficiencia defen-
siva de un equipo, es decir, el niimero de veces que detiene
avances del equipo contrario sobre el total de jugadas. Su-
pondremos que si dp es la eficiencia defensiva del equipo B
entonces P(1,2) =1 — dp. ,

e P(2,2): ésta es la probabilidad de que el equipo A pase de es-
tar a:tacando a volver a atacar, es decir, que después de hacer
un tiro que no es anotacién, el equipo A recupere la pelota.
Esto se mide como el tablereo promedio del equipo, que de-
notaremos como t4. Supondremos entonces P(2,2) = t 4.

o P(2,3): ésta es la probabilidad de que al atacar se logre una
anotacién de 2 puntos. Durante un campeonato se mide la
eficiencia promedio en tiros de 2 puntos ef}, calculada como
el cociente Ef)/ffj del total de encestes de 2 puntos E)
entre el total de intentos If]. Tenemos que P(2,3) = Efﬂ/
(If] -I-If)), donde Iff) es el total de intentos de anotacidn
de 3 puntos por el equipo A.

e P(2,4): ésta es la probabilidad de que al atacar se logre
una anotacion de 3 puntos. Durante un campeonato se mide
la eficiencia promedio en tiros de 3 puntos ef}., calculada

como el cociente E‘ff}/ff’ del total de encestes de 3 puntos
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E® entre el total de intentos 11{43)- Tenemors que P(2,4) =
3 2 3

EQ /P + 1),

El niimero promedio de veces que la bola pasa de un equipo

a otro en un partido de baloncesto profesional es aproximada-
mente 110. Tenemos entonces las siguientes relaciones:

2.6 . 1P 4 3.6 10 =2 EQ+3-EY = fa
y aproximadamente:
19+ 19 4+ 110 (~ta + dp) = 110,
donde f4 es el promedio por partido de los puntos a favor del
equipo A. De aqui se pueden despejar ficilmente los valores de
I}f] e If] y luego calcular:

(2)
€ fa (3)
2,3) = A [ _3.e ]
PZ.8) 2-¢@ _3.6)[110- (1 +4 - dp) 4

Y-

P(2,4) = +2-ey

ef} [_ fa
2. ¢ - 3.eP)L 110-(1+14 w_ds)

Segiin estas observaciones nos basta conocer la informacion
dg, ta, e{:), ef’ y fa de cada equipo A. La informacién (en
forma algo diferente) de los equipos profesionales de la liga
mayor de Estados Unidos (la NBA) se encuentra en periodicos y
revistas. En la tabla reproducimos algunos datos importantes
de los equipos que participaron en los partidos de playoffs de
la temporada 1997 de la NBA, estos promedios excluyen los
resultados de los partidos de la final entre Chicago y Utah.

Eguipo I e el® t
Seattle 101.4 428 .354 124
Houston 100.0 AT78 .338 122
Utah 99.85 .446 354 130
Chicago 96.6 426 357 172
L. A. Lakers 96.1 505 325 098
Nueva York 92.1 464 344 075
Atlanta 89.2 453 331 .069
Miami 88.8 442 387 .090
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El partido de la final de la NBA se jugé entre Chicago (equipo
A) y Utah (equipo B). Podemos entonces calcular la matriz de
transicion P = (P(z,7)) del partido Chicago-Utah como sigue:

(0 8 0 0 46 00 0 0 0\
0 172.325 083 42 0 0 0 0 0
00 0 0 0 10 0 o0 0
00 0 0 0 10 0 0 o0
p_|20 0 0 0 80 o 0o o
1o o o o o0 o8 0 o0 2
0 0 0 0 0 0 .130 .225 .172 573
1 0 0 0 0 00 0 0 0
1 0 0 0 0 00 0 0 0
\8 0 0 0 0 160 0 0 0 )

Hay un dato adicional que hemos usado en la construccién
de la matriz de transicién anterior. Esto es que el equipo de
Chicago tuvo la segunda mejor defensa de toda la liga y Utah
la sexta mejor defensa. Entonces se debe tener que d4 > dp.
Obsérvese que en la matriz hemos puesto d4 = .2 y dg = .16,

MATRICES ESTOCASTICAS
Y Los “Toros” pE CHIcAGO

Un sistema con un nimero finito de estados y una matriz de
transicién como hemos considerado en el apartado anterior se
lama cadena de Markov, en honor del matematico ruso que
hizo estas importantes contribuciones a la teorfa de probabili-
dades. Consideraremos ahora con mds atencién las propiedades
de las matrices de transicién.

Observemos la matriz de transicién P = (P(4,7)) definida
antes. Esta cumple las siguientes propiedades: E1) Las entradas
P(i,7) de la matriz son niimeros mayores o iguales a 0. E2)
La suma de las entradas de cada renglén Z}gl Pl = L
(i=1,...,10).

Una matriz con las propiedades E1) y E2) se llama matriz
estocdstica, '

En el modelo del juego de baloncesto, en un momento dado
k, el sistema debe encontrarse en alguno de los estados S50k)
con 1 < i < 10. Entonces 12, S;(k) = 1. Esta propiedad es
parte del inciso (1) del teorema siguiente.
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Teorema. Sea P = (p,-j) una mairiz estordictica de tamano
n X n. Entonces se cumplen las siguientes propiedades:

1) Toda potencia P* es también una matr:’:i estocdstica. .

9) Eziste un vector renglon v* = (vfy...,vp) conla pr‘(;)p_tffdad
de que v* f =v*y Z?=1dv,-k=>l.1 En particular, también se

] * . P* = v* para toda k > 1.

3 tgﬁit:’sﬂ de que ez}z?sta un numero kg > 0 tal gue P* tenga

todas sus entradas positivas, entonces el vector v fiel apartadol

2) es tnico. En ese caso, para todo vec:‘.or reng?o,n w ?Eg 0;

limite limk—oo w-P* eziste y es igual a Av* para algun escalar A.

* Demostracion. 1) Obviamente para k = 1 el resultado es
cierto. Supongamos que P¥*-1 eg estocdstica, esto es:

iPkﬂl(ivj) = 1’

=1

para toda ¢ = 1,...,n. Entonces para una 1 fija tenemos:

NLTIEDD (Z PRI P(t,j))
i=1 =1 \t=1

- f: PF1(i,1) - (fj P(t,7))
=

=1
i

=Y P11 =1,
t=1

donde hemos usado que las sumas las podemo§ e.fectuar en cual-
quier orden sin cambiar su val;)r,l y en los l}ltlll‘nOS dos pasos
usamos que las matrices Py P*~ son estocasticas. ;

2) Para esta demostracion requerimos aig’unas _1(_1eals edemen-
tales de algebra lineal. Si el.lector no estd fa.m}l‘ia.rlza, o con
ellas, puede seguir adelante sin leer la _demostramon. P

Unvectorv #0tal quev-P =1 sa,tlsfa,ce que v-(P—1) =0,
donde I es la matriz identidad de tamaiio nXn. Esto suce(.i(,e solo
si las coordenadas del vector v = (v1,... ,Un) son solucién no
trivial (esto es, no todas las v; = 0) del sistema de ecuaciones:
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(p11 — Vz1+ puza+--+ pizn =0
prazy + (p22 — 1)z2+ - + pn2z, =0

P1nTi + P2nZ2 +oine (Pnn = 1)3?1 =0.
Esto sélo es posible si los renglones del sistema de ecuaciones:

“wy = (p11 — 1,P215 -+« s Pn1)
Wy = (PI2»P‘22 i 1!"‘ ?Fﬂ?)s" <y W = (lePZm «voyPnn — 1)

son vectores linealmente dependientes. Este es el caso puesto
que la sima de los vectores wy,...,w, resulta ser:

n n n n
E o ()
i=1

1=1 i=1 i=1

que es un vector con 0 en todas las entradas, ya que P es es-
tocastica. Esto demuestra que el vector v # 0 con la propiedad
v+ P = v existe.

Para construir el vector ©* como en el enunciado, requerimos
probar que ) -, 7 # 0. Supongamos que esto no es cierto, esto
es, Y oy v; = 0. Podemos reordenar las entradas de v de forma
que vy,...,v sean todas mayores o iguales a 0 y vi41,...,0,
sean todas negativas. Usamos que v; = 3_7_; v;p;; para obtener:

t n t n
Sl = ) e 3 W
i=1 j=1 i=1 i=t+41
de donde:
t t t n t n
o2 S (L) =- 3 (145 u2- 3w
=1 j=1 =1 j=t+1 i=1 i=t+1

lo cual sélo serfa posible si 3 i, p;i = 0 para toda j entre 1y
n. Como todas las p;; > 0, entonces esto implica p;; = 0 para
1<i<tyl<j<n. Peroentonces también P¥ tiene entradas
0 (de hecho, la entrada (1,1)). Esto es una contradiccién que
muestra que A = Y i, v; # 0. Para definir ahora v* tomamos
simplemente v* = A~ 1w,

126

3) En lugar de dar la prueba genera! que rennorirfa de mas
preparacién, estudiaremos con un poco de detenimiento el caso

f = & . o
Una matriz estocastica P de tamaifio 2 X 2 se ve:

P:(l—p p)
q I ~iq

con 0 < p,g < 1.S5i p=0 = g, entonces la matriz P = I y no
hay nada interesante que decir. Supongamos por ello que p > 0.
Podemos entonces definir la matriz § tal que:

¥ 1 1
_(a »p o p
s=(14) =5504)

de forma que S~ -5 = I y ademas S - P- S~ = diag(1, ),
donde u = 1—p—gq < 1y diag(l, ) es una mairiz diagonal de

la forma: i i
diag(1,p) = "
wt= (3 )

Supongamos ahora que P* tiene todas sus entradas positivas.
Como PF = §—1.diag(1,u*)-S, entonces 0 < p < 1. Un vector
v con la propiedad v - P = v define un vector w = v- S-1 de
forma que w-S-P-§ ' =v.-P.-51 =p-57! = w. Pero
w-diag(1, ) = w tiene solucién w = (1,0) y ésta es inica hasta
multiplos escalares. Por lo tanto, el vector v = w-§ = (g,p)
es el inico hasta escalares que satisface v - P = v. Tomando
v* = (¢, p)/p+q se obtiene que v*- P = v* y ademds vj +v; = 1.
Podemos calcular el limite:

lim P¥=$71. lim diag(1,4*)-S =
k—oo k—o00

et 1 BY
st} 0)-8
RER
p+q\q4 P
Entonces queda claro que para todo vector w = (wy, wy) €l

siguiente limite existe:

lim w- P* = w- lim P* = (w;, + wy v,

k—o0 k—o0 )

lo que termina la demostracidn. O
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El vector v* que sati
atisface que v* - P = ¢*
_ . > = v” se llama un vee
f;;p;so de la matriz P. ;Cémo se calcula este vector? Obsigr
que en caso de que las hipétesis del teorema anterior

se satisfagan, podem i
e st ; os elegir este vector i a;
siguientes ecuaciones: TR Iy

n
Zﬂ: o ]_,

=1

'U*'(P—I)=U,

dogde I efenotadla matriz identidad de tamaiio n x n
ara el caso de nuestro modelo del balo .
noc ncesto observare
?DuePs:r:lgjlglen t(;das las hipétesis del teorema para la mz::-?:
; 10 nos basta comprobar i i
ra que existe un ndmero
g";-ieo}:" ifiene todéis ?us entradas positivas. Esto podemos didtl?l
acllmente de la grifica asociada a n :
uestro modelo e
Sﬁigura. VIL.1. En efec?o, dados dos estados S; y S del sist:;n}}:
lmem.pr(il hay un camino que va desde 5; hasta § Siresl
longituc 'de un camino asi, entonces P"(i,5) > 0. ‘hna sem::illa
géssl{}ieeciluo; de_ la graﬁ(;:a muestra que hay caminos de longitud f;
quier estado a cualquier otro. por 145
todEas sus entradas positivas. <R (R s
$ particularmente importante calcul
ent . ar el vector io v*
que tenemos la siguiente interpretaciéon: v* = [j; pl‘oplokv 6)
es la probabilidad d i ‘ kil o)
ok qlule o e qu;? etl pa{.irtlde se encuentre en el estado §.
1an electuado muchas jugadas. I icular
* el . Iun part
v3 ]yt vy son la.s_ probabilidades de que el equipo 4 a.ngte (ngﬂa;
glun ots_;espectwamente) en una jugada cualquiera una vez yue
| par i o ha alce!,n.za.do su situacion estable, mientras que vq‘
fgsgzztiamob?g:hdades de que el equipo B anote (2y3 punguhsr
ente) en una jugada cualquiera. De f
marcador mds probable para nue tedi e id
; stro partido
m4:mp donde el cociente my/mp es:p o it o

ma _ (2-95+3-9))
mp  (2-v3+3-93)

Calculemos el vect = i
_' or v para el partido Chicago-Ut
- . ah
matriz df tra_nsnc,lon P hemos definido antes explﬁ:itament;u)}/_‘;
vector v™ satisface el sistema de ecuaciones: .

205 + v + v5 + 840}y = o}
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8407 + .172v; = v
325v; = v3
083v; = v}
1607 + 4205 = vg
v + v} + .8v; + .16v]¢ = vg
8 + .13v7 = v7
.225v7 = vg
) 17203 = v3
2vg + .473v7 = vy,
vi+vi+...+vp=1

La solucién de este sistema para las entradas que nos intere-
san es:

vj = .056, wvj=.0143, vz =.034, vy = .0264,

de donde finalmente el marcador més probable m4: mp satis-

e ma _ 1549 _ oo
mg 1472

que representa con bastante buena aproximacién un marcador
82:78 en favor de Chicago. Es interesante notar que la serie de
la final de baloncesto de la NBA terminé a mediados de junio
(de 1997) en 6 partidos favoreciendo a Chicago 4 juegos a 2.

En promedio Chicago gané por 3 puntos.

;,CUANTOS CAMINOS
LLEVAN A RomaA?

El seiior X es un hombre de negocios que tiene empresas en
cuatro ciudades: México, Roma, Paris y Londres. Cuando viaja
entre estas ciudades siempre toma uno de los vuelos indicados
en la figura VIL.2.

;Cudntas rutas diferentes desde México hasta Roma puede
tomar pasando por cuatro ciudades? ;Pasando por 10 ciudades?

Cada vez que hace un viaje, el seiior X permanece una se-
mana en cada ciudad antes de hacer uno nuevo. Una vez en una
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6 Paris (§
.Roma 7 -y | Londres
/

Figura VI1.2. La grifica de viajes del sefior X.

;::ui:ad, elige el sigl'lifznte destino con igual proba.biiidad de e
lre ?s vuglf)s permitidos por la grafica. En una semana jcual .
a probabilidad de que el seiior X esté en Roma?, jen I‘::!e"xic:cl::3

.f'ofuc:on. Construyamos la matriz de vuelos del senor X: si
en:epresenta. a }}oma, 2 a Paris, 3 a Londres y 4 a I&Iéxi'tc;I
onces la matriz V = (v;;) de vuelos tiene tamano 4 x 4 y l:;,

entrada v;; es 1 si hay vuelo d : ; A
hay vuelo. Entonces: . ela ciudad 7 ala jyes 0sino

V=

oo -=O
— D
[ W BRI
o=o0o

El nimero de rutas de longi
gitud 1 que puede tom n
lo dan las entradas de la matriz V. Las de longit?lrdezsfgsozrﬁ

:;;das d?s)la matriz V2 = (vg}), las de longitud 3 el cubo
= ("vl-j ) de la matriz V, etcétera. En efecto, si las rutas
de longitud k£ — 1 de la ciudad 7 a la j estin dadas por o1

que es la entrada (1,] iz, V1 s
(#,7) de la matriz V*~', entonces las rutas

de longitud k de la ciudad : ]
_ ! : talaj se constru igue:
primero tiene que viajarse una ruta de longituﬁe;: Eolmge::ilgeulee;

ciudad ¢ hasta alguna otra ciud .
ocke, ot uis iudad t y luego de t a j en un vuelo
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4
ko (k-1) E
CH Zﬂif. " Vi,
i=1

que es precisamente la entrada (i, ) de la matriz V*. Podemos
entonces calcular v

97 177 149 81
yo_ |96 178 149 81
= |8 149 125 68

53 96 81-44

En particular, hay 53 rutas de México a Roma pasando por

10 ciudades.

Para considerar el problema de la probabilidad que el sefior X
esté en la cindad de México, debemos considerar la matriz de
probabi}ida.des P de los vuelos. Se nos ha indicado que estando
en la ciudad 7 es igualmente probable que tome cualquiera de
los vuelos que salen de %, esto es:

Pl

cowmo
- o o
oot
omo o

Estamos considerando una cadena de Markov con 4 estados:
donde S; sucede si el sefior X est4 en la ciudad i. La matriz P es
la matriz de transicion entre los estados de este sistema. Como
hemos visto, la probabilidad de que el sistema se encuentre en
el estado §; después de mucho tiempo estd dada por la entrada
i del vector renglén v" que es vector propio de P, esto es vt -
P = v*. Podemos resolver el sistema de ecuaciones que resulta
o podemos calcular potencias P* con k grande (recordemos
que v* = liMkoco ¥+ P*. donde v es el primer renglén de P).
Obtenemos aproximadamente:

v* = (.19,.38,.285,.142)

Asi, la probabilidad de que el sefior X esté en Roma en una
semana cualquiera es de .19. O sea, mas o menos 1 de cada
5 semanas el estd en Roma y 1 de cada 7 en México.
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* OTRAS APLICACIONES

Las cadenas de Markov tienen variadas aplicaciones. En eco-
nomia, biologia, fisica y otros campos. Consideraremos aquf un
par de aplicaciones.

1) La instruccién primaria en México tiene una duracién de
seis afios. Al final del afio escolar, cada estudiante se enfrenta
a las siguientes opciones: dejar la escuela, repetir el curso en
el que estuvo registrado ese afio o bien pasar al siguiente curso
del ciclo.

Al final del afio j-ésimo (1 < 7 < 6), el escolar enfrenta las
diferentes opciones de acuerdo con las siguientes expectativas:
a) con una probabilidad de p; < 1 no continuara los estudios
primarios; b) con una probabilidad de ¢; < 1 repetird curso.

Si j < 6, con una probabilidad de r;, el estudiante serd pro-
movido al siguiente curso; o bien si j = 6, con una probabilidad
de rg, el estudiante recibira su certificado de estudios primarios.

En particular, tenemos que p; + ¢; + r; = 1. Para simplificar
el problema supondremos que la probabilidad de desercion y de
repeticion de curso son constantes a lo largo de la educacién,
esto es, pj = p, ¢; = qy por tantor; = r paratodaj =1,...,6.

Problemas. a) Calcule la probabilidad que tiene un estudiante
que se encuentra en el j-ésimo afio del ciclo primario de obtener
su certificado después de algin tiempo. Para resolver el pro-
blema supondremos que no hay limite de tiempo en que el es-
tudiante puede estar inscrito en el ciclo primario.

b) Dado un indice de desercién p fijo, calcule cudl es el
maximo valor de ¢ que permite que al menos tres cuartas partes
de la poblacién del pais obtengan el certificado de primaria.

Solucién. La situacién de un escolar en el ciclo de educacién
primaria puede entenderse como un sistema con ocho estados,
que numeraremos en la forma siguiente: 1) El escolar recibe su
certificado de educacién primaria; 2) El escolar suspendid sus
estudios.

2+ j (1 <3 <6): El escolar estd en el j-ésimo aho del ciclo

de instruccion.
La matriz de transicidn del sistema es por lo tanto:
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2 ¢ 0 0 0 0 0 07
01 0 0 0O 0 0
0 p g r 0 0 0 0
A=1{0 p 0 ¢g r O 0 0
0 p 0000 - g r
lr p 000 0 -~ 0 gql

Nuestro problema consiste en demostrar que limy_,o, A* exis-
te y calcularlo. En efecto, suponiendo que la matriz lim_, ., A*
estd bien definida, la entrada (1,j+2) de ella es la probabilidad
de que un escolar en el ano j del ciclo primario reciba alguna
vez el certificado de primaria.

Se puede obtener que el limite lim A* existe y que es igual a:

1 0 0 ««+ 0
0 1 0 --- 0
limA* = |6, 1-10 0 --- 0

B Tele: @ ~o D

donde b; = ¢b; + rbj41 para 1 < j < 5y bg = r + qbe.
De aqui se sigue que las probabilidades que conciernen a la
solucién de nuestro problema son las siguientes:

i T = T
T 1—gq p+4r

b‘“rbj+l*( T )T“j
T 1-q¢ \p+r)

Es decir, la probabilidad de que un estudiante en el grado j-

be

304 < 3 ; -1
ésimo obtenga alguna vez el certificado de primaria es (Pjrr) :

En el problema b) se nos pregunta cuél es la maxima proba-
6
bilidad de reprobacién g tal que % < by = (p—i;) . Entonces si
hacemos ¢ = {/3/4, la solucién es:

' c
202Tp = | —— < ¥
Tp (l_c)p*r
g=1—-p—r<1-—(21.27)p.

133




Para que sea posible alcanzar (3/4) < b; se debe tener que
p < .047, esto es, cuando mucho 1 de cada 21 estudiantes pue-
den desertar en cada ciclo escolar. En caso de que p = .04 (o
sea, cada ciclo escolar 1 de cada 25 alumnos deserta), entonces
q deberd ser menor que .14, es decir, a lo més podrian reprobar
en cada ciclo 3 de cada 20 alumnos.

Otro problema. Una fébrica.tiene n maquinas del mismo tipo
y desea mantener trabajando la mayor cartidad posible. Por
ello, la politica de la fibrica es que toda méquina que se en-
cuentre descompuesta al principio de una semana, sea reparada
para el inicio de la semana siguiente. La probabilidad de que
una maquina se descomponga a lo largo de una semana es de
p con 0 < p < 1. Calcule: i) La probabilidad de que en una se-
mana fallen exactamente j de las maquinas que al inicio de
la semana estaban en buen estado. ii) Encuentre la matriz
de transicién de este proceso (definiendo el estado i como la
situacion en la que al principio de una semana hay i maquinas
funcionando correctamente y n — ¢ descompuestas). #i) ;Cual
es la probabilidad de que una maquina dada se encuentre fun-
cionando correctamente después de mucho tiempo? ;De que se
encuentre descompuesta?

VIII. ;Suenan los androides
con ovejas eléctricas?

Yo he visto cosas que ustedes no creerian. He visto na-
ves en llamas mas alld de Orién. He visto rayos C bri-
llar en la oscuridad cerca de la puerta de Tannh#user.
Todos esos momentos se perderdn en el tiempo como
lagrimas en la Huvia. Es hora de morir.

Replicante Roy, en el film Blade Runner
E}L 16 de mayo de 1997, el campedn mundial de ajedrez, Gari
Kasparov, fue vencido por una computadora. La Deep Blue fa-
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Figura VIIL.1. Gari Kasparov después de su derrota frente a Deep Blue.

bricada por 1BM gané un torneo de seis partidas por 3.5 a 2.5
puntos después de derrotar a Kasparov en dos juegos habiendo
solo perdido uno (con varios empates). Era la primera serie en
su vida en la que Kasparov salia derrotado. El torneo se dio
en medio de una gran publicidad, parcialmente financiada por
iBM y en gran medida por el interés de presenciar el enfrenta-
miento hombre-maquina. Una vez terminada la contienda, los
periédicos hablaban de una derrota historica para el hombre.
Por su parte, Kasparov se mostraba indignado ya que decia,
“la maquina ha sido especialmente preparada para ganarme” y
hablaba de que en una revancha seguramente saldria vencedor.

Lejos quedaron los tiempos de los primeros enfrentamientos
de grandes maestros del ajedrez con computadoras en las que el
humano siempre (y ficilmente) resultaba vencedor. El maestro
David Levy, quien fuera uno de los pioneros en estos duelos,
perdié con el programa Fritz 4 para PC lvego de que 10 anos

135



a,l_ltes venciera sin problemas a la primera versién Fritz 1. U;
ano antes de su duelo fatal, Kasparov habia vencido a be :
Blm'e y pronosticaba que volveria a hacerlo. Pronéstico fa]lidep
S}ﬁ duda, las mdquinas han evolucionado mucho, lle a.m;) :
a.hmveles que eran sdlo fantasias de ciencia ficcién h,a.ce goc :
anos. Pero, a pesar de todo, no ha llegado aiin el dia erI: .
pensemos que las mdquinas han superado al hombre en intqlll‘e
gencia y habilidades creativas. Pero, jllegard el dia en que ‘; ;
maquinas superen al hombre? ; Podemos hacer un pronésticc?‘?s
Nuestro sentimiento de superioridad sobre las mdquinas s;a-
debe a que pensamos que sélo hacen lo que les ordenamos hacer
ydela manera en que son instruidas para hacerlo, es decir, pen-
samos qué l?,s._ maquinas carecen de inteligencia, ingenio ,cre
tlvrda,dje 1-mcaativa., entre otras cosas. Después ,de todo, Dea-
Blue solo' juega ajedrez y analiza (a una velocidad trel’nengp
fie C.IOS millones de posibilidades por segundo) cudl es la mg
jor jugada que puede hacer siguiendo_las instrucciones de u
programa preparado por un ser humano. Pero esto no va a s g
asi siempre. Uno de los padres de la era de las computador i
el matematico John von Neumann, concibié desde sus inic'as,
a Ia§ computadoras como una clase especial de autématas g)s
auton:iata._en el sentido de Von Neumann es cualquier piez:':m dz
magquinaria cuyo comportamiento puede definirse con precisié
en términos estrictamente matemadticos. Su idea era fundar lar;
ba,s_es de una teoria del disefio y funcionamiento de méquinas
aplicable a méquinas mas complejas que las que tenemosqo u
no h:emos concebido. Estaba convencido de que a través de ecéte
teoria se entenderia cémo construirlas y comprenderiam :
jor el funcionamiento de los seres vivos. ——
Von Net’lmann no vivio lo suficiente como para ver una teoria
de los autématas completa, pero si lo suficiente para que algu
nas de sus ideas de los mecanismos vivos fueran com roba,g :
por los bidlogos. En 1948, Von Neumann explicaba Il)as ir
ponentes que deberian caracterizar a un autémata ca a,(.:zo?:l.l'
reprodu'c:irse. Cinco aios después, los bidlogos Crick y \]?z’atsoﬁ
dee:cubneron y explicaron la estructura del icido desowirribc;nu
cleico (A DN') y con ello, la estructura del sistema repr(;ductor dt;
todo organismo vivo. La estructura tiene los elementos espera-
dos por 'Von Neumann: un sistema que recoge materias gma
del medio y las procesa para obtener un producto especii)ﬁcadts)
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Figura VII1.2. John von Neumann. Uno de los precursores de la era de las

computadoras.

por una instruccién precisa que llega de su exterior (los ribo-
somas); Un mecanismo duplicador que recibe una instrucciéon
escrita y la copia (las enzimas de polimerasa); un mecanismo
controlador enganchado a los dos mecanismos anteriores que
se encarga de pasar las instrucciones que recibe al duplicador
y a los ribosomas (moléculas de control); finalmente, una ins-
truccion escrita que contiene todas las especificaciones que ha-
cen que el sistema duplicador fabrique un doble del organismo
(éste es el material genético, el ARN y el ADN).

Los resultados obtenidos por el matematico inglés Alan Tu-
ring y Von Neumann demuestran la existencia (al menos tedri-
ca) de un automata universal, esto es, una maquina que puede
hacer todo lo que cualquier otra pueda. Esta maquina no es
necesariamente mas compleja que las concebibles, lo que nece-

sita es que las instrucciones que se le den sean mds elaboradas.

Ademas, este automata universal puede ser autorreproductor.
;Podran estos autématas ser construidos alguna vez? ;Cudl

serd la repercusién cientifica, econémica y social de estos arte-
factos?
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En 1920, el escritor checo Karel Capek escribi6 la obra de
teatro R.U.R. que describe una sociedad que se ha hecho de.
pendiente de trabajadores mecdnicos a los que él llamé robots
(del checo robota, “trabajo forzado”). Desde entonces, muchos
avances tecnolégicos han superado la fantasia: hay fébricas de
automoviles completamente automatizadas, donde las tompu_
tadoras controlan y coordinan el trabajo de los robots que cons-
truyen el automévil. Esto parece ser trabajo rutinario y eso es
lo que se espera de los robots. Otra cosa es el triunfo de Deep
Blue sobre Kasparov. Entre otras declaraciones, al final de sy
primera derrota, Kasparov dijo que alcanzé a vislumbrar des-
tellos de inteligencia en el juego de Deep Blue. Ese es el tema
central, jpueden los robots tener comportamiento inteligente?

En la pelicula Blade Runner (basada en el libro de Philip K.
Dick cuyo titulo dimos a este capitulo) aparece una sociedad fu-
tura donde los androides (robots con apariencia humana) han
alcanzado un alto grado de perfeccién y pueden confundirse
con los seres humanos. Es mds, algunos androides se creen se-
res humanos, pues se les dieron recuerdos y vivencias ajenos. La
pelicula refiere la lucha por identificar y destruir a unos androi-
des en rebelion al descubrir que estdn fabricados para alcanzar
solo cuatro afnos de “vida”.

Si queremos estudiar el problema de la inteligencia de las
maquinas, debemos comenzar por tratar el problema de la co-
municacion entre una maquina y el hombre. En general, los
tinicos indicios que podemos tener del “pensamiento” de cual-
quier ser (maquina o persona) es lo que nos es comunicado por
alguna forma de lenguaje. Comencemos por estudiar el lenguaje
de las maquinas.

Los LENGUAIJES
DE LAS MAQUINAS

Trataremos, pues, de entender las maquinas mas sencillas. No
nos interesa (al menos para nuestros fines) su estructura in-
terna, sino tener un modelo matematico general de su funcio-
namiento. Por ejemplo, un radio: sin importar la constitucién
de sus circuitos, éstos solo tienen la posibilidad de encontrarse
en un nimero finito de “estados” que dependen de si el radio
estd prendido o apagado, la estacién que sintonizamos, el vo-
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en que le damos y de acuerdo al estado en que el radio se
lumuentre obtendremos una “salida” (lo que 0i1mos). - .
emiEn 1a teoria de Kleene y Moore, una maquina ﬁmta. ::ions a
de un conjunto finito de estados §, un conjunto finito de en-

tradas I y un conjunto finito de salidas F, ademds, dado un

do de la méquina y una entrada, obtenemos otro estado de
o uina y una salida. Esto se simboliza diciendo que t;a_;:ie—
e t:IxS§ — §de transicion y f: 8 — F de salida.

s funciones ansicior de s
Iln?iif{:i'emos ademas un estado inicial o, el de la méaquina al
n

enzar a funcionar. =i ) .
w‘gupongamos que nuestro radio tiene sélo dos estaciones, 1y

9. Sus estados serdn tres: 0, a.pagd:j.do{ 1 & 2 t:f}::l{}ccl:ti?]eys i::‘;
oni tacién correspondiente. Iay tres

tonizado en la es . . o vy

i osibles: @ para encende ;

terminan las entradas p : par

;l;a sintonizar en 1 y ¢ para sintonizar en 2.'{\1 iimf)l'lg;;n sl

e :
i i i maticamente en la estacion 1.

adio se sintoniza auto _ 3

rue tenemos dos posibles salidas: n si no se esc111ch:,£i'1;isad3é

?n, si se escucha. El estado inicial es 0. Entonces las

transicion y de salida son:

—— | o
B = O

n
m
m

co~lR
oo

i

0
1
2

La tabla de transicién puede ilustrarse por medio de la fi-
gura VIIL3.

Consideremos o
sums que tiene tres

iemplo de maquina finita: la miquina
tme:iad(?s: 0, 1 y 2. Las entradas posibles

0

O
5%

g

(o)

Figura VIIL3.
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. i
iol?altambl?n tres que se denotardn con los mis
gual que las salidas. Las tablas de transicién

las siguientes: y de salida sop

B e | e
[ S P}
=0 LR
el ==R L3 [ ]

B = D |y

1
2
0

Vemos que la tabl :
! a de transicién de sum
::g;?t;;n la aritmética médulo 3. La salida t’:s3 g?fn]lﬁelt:bla de
e 0 de sumar 1 médulo 3. La grafica de transi ente el
M3 se. muestra en la figura VIII.4, nsicion de

b
o C
o

;,C/\'r:'%c

Figura V1II.4,

Por supuesto, a cualquier méaqui i
_ ‘ quina finita
;;irlsnunz griaﬁoa de transicion Gy, Estas gré?i{:ago(fees?r?as :1‘?&
Dadopuﬁe ul;lpor.tante en lo que sigue. i
o) EE&FC;]I(I[_]U?tO F”g d'el conjunto F salidas, definimos
= fenou emmg € la maquina M como el conjunto de suce-
e g las que pqdemos efectuar (a partir del estado
oy u;:lr una salida en Fy. Por ejemplo, si elegimo
Somhly enltlr:id:sas% de nuestro r_‘a.dio, podemos formar la su‘:g
i ke e abaacb (es decir, encendemos, sintonizamos
iy ,l)pafamfas‘, encendemos, sintonizamos la estacién
oL laqsai_ssta en E({m}'_) (ya que el estado fina] es
G, ida es m). ; Cudles son todos los element
* Como el tinico estado que no tiene salida m és (:j
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mos nﬁmemﬁ,a} 1

Figura VIIL5.

estado 0, entonces toda palabra en las letras a, b, c que contenga
up nimero impar de estados a es una palabra en L({m}). Ob-
serve que estas palabras pueden leerse como caminos dirigidos
en la grafica Gy

En general, para cualquier maquina finita M con conjunto
de entradas I y un subconjunto Fo del conjunto de salidas F,
diremos que L(Fp) es un lenguaje regular en el alfabeto I y
sus elementos son palabras en L(Fp). En particular, siempre
tenemos la palabra trivial que no tiene ninguna letra. Daremos
algunos ejemplos.

1) El lenguaje £y = {a,b}" formado por todas las palabras
posibles usando las letras a y b, es regular.

En efecto, podemos considerar una méaquina con un solo es-
tado 0, dos entradas a y by una salida 0. La grafica de transicion
seria la de la figura VIILS5. _

2) El lenguaje £, formado por un nimero par de a y un
niimero par de b es también regular.

En efecto, podemos definir una méquina de cuatro estados y
grafica de transicién como en la figura VIILG.

Figura VIIL6.

8) Sea k un nimero mayor o igual a 2 y considercmos letras
ay,...,ar. Consideremos el lenguaje palindrémico L3 formado
por palabras en las letras ay,...,a; que se pueden leer igual
para atrds que para adelante (por ejemplo, si k = 2 entonces
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@18201a2a; estd en L3; si k = 3, podemo
radar, solos). En todos los lenguajes (1
a elaborar palindromas (del griego palin dromo:

cia atrds otra vez”). El complicado palindroma (

horizontal y verticalmente) en latin se encontré
Pompeya:

S AT O R
A R E P O
T ENET
O P E R 4
R OT A 5

Se traduce
dado”. Durant
Y aiin en e] siglo pasado las mujeres encintas usaban amule-
tos con esta inscripcién. Por otra parte, los jeroglificos egipcios
eran siempre palindrémicos, por ejemplo, las dos frases de la
figura VIIL7 tienen idéntico sigi

ificado. La razén es simple:
no existia la convencién de escribjr de izquierda a derecha o

de derecha a izquierda, la tnica era que todos los Jeroglificos
deberian “ver” hacia el principio del texto.

IIL =R T0S0T L 4
L ANEN T AR~ 5 21D

Figura VIIL.7.

“Arepo el campesino lleva las ruedas con cyj.

Nuestro interés en el lenguaje palindrémico L3 se debe a que
no es un lenguaje regular. Est

0 es una sencilla consecuencia del
siguiente resultado.

Proposicién. Si £ es un lenguaje reqular, eziste un nimero
positivo n tal que toda palabra w € £ de longitud > n puede es-
cribirse como w = zyz, donde x,y, z son palabras que cumplen
las siguientes propiedades: i) y no es la palabra trivial; ii) zy

es una palabra de longitud < n; i) toda palabra de la forma
zy™z, conm > 1 estd en [,
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s formar palabrag comg
umanos) se ha jugad,
“corriendo ha.
es palindrom,
en un muro de

e siglos el palindroma tuvo un sentido sagrado

.. ' L es un lenguaie regular co-
Demosiﬂ.m“:::- f?’izﬂﬁ?qﬁnqﬁeﬁnita M con m estados. Sea
e una. palabra de longitud > m 4 1, entonces . pasa
w €L una;)rpel mismo vértice de la grifica de trausmu'm Gum.
dos veces p w = zyz, de forma que zy es una palal_ara mas corta
Escribamos i_e ¥ . que pasa dos veces por el mismo estado y
con la que mn:ermina en el mismo estado. Podemos representar
: EOH&;i?szizrf de la palabra w como se ve en la figura VIILS.
esta

@).»;4%1

ve e NN
2

X

Figura VIIL.8.

Dejamos al lector verificar queielcumplen las condiciones sl)__,]
) y i i0 =m . .
ﬁ)ga:*: )ili:::alrae(ili)cr';ll::;p?o de esta proposicion cons:dere;m;sl
el ejemplo 2) anterior. La palabra w = abaaif;anfée:l‘u?:::caso_
lenguaje L2 y tiene longitud 6, mnem:rafl queLa algbra B
ciada al lenguaje tiene sélo cuatro estados. p i s

mienza w es de la forma ay con y = aab, :

;5011 la (:11‘;1: ::(?da palabra ay™a pertenece a L3 (por ejemplo,
orma
ay‘?-’%? abt;: ?:i?lﬁﬁ?ﬁd@ anterior para ver que el lengxfa je

a.ll: gnr'g?nico no es regular? Tomemos un niimero n cua.l'qulera
?taillvez elegido por nuestro peor eq?_nligo), veamos ‘qunesltieng
satisface las condiciones i), i) y iii) d% la })elzgos::;:no,k >g2
el lenguaje palindrémico no es. regl:‘l;?; an ; = y, fomak 2 Sij
s dos{np:]l?;ezziﬂ} dontlle claramente, agnﬂ)
g}lleflﬁt eapa{ll:ti"l\;z;e:‘::l;o:ia. letr;, r:I cmlsecutivamente n:%-] veces.
SSIiglnai, pcrogosicién fuera cierta para la palabra i:U., podrla;amgs;;:
contrar una palabra zy con longitud < n d; forma ;IE:S“D_C&SO

™ » es palindrémica para toda m 2 1. Pero en ] F:

e bién y = a!, para algunas 1 < s, < n, lo qu
: :1'“1 ‘ taﬂ;; ilnﬂl;)agagﬂﬁ} que obviamente no es una
implica que 2y°z = 4 4

palabra palindrémica.
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i Es posible construir todos los le j
ngua jes regul 14
pon.der esta pregunta requerimos hacer un po%o Sre%i s
co:guntos de palabras. § SE Rt
enotemos I'* al conjunto de tod
. _ as las palabras en
;‘l.l tﬂ?)fli:'umfs las operaciones regulares +, ., * en el ci?jﬁb@tﬂ
p juntos de I*. Para E, F subconjuntos de I* es J'b' o
: +I£F sy oy cribimos;
5 : 5 .:E{e_ge € JE,f € F'}; en particular, E? = E. g
s -+ Iu, etcétera; obviamente, ef denota la palabra
ada poniendo f a continuacién de e s
Febi PP piL., '
b ;(;;?ll:nstqug un sui_)conjunto E de I* es constructible si exj
g coh_j;s]tgé'i.' ,}z, de I de forma que E se obtiene a pa.:ils;
S P i
ook 1},+--,{ts} por medio de las operaciones
. af;otrl 1:28;2{20;; C}sri”:-!' = {a, b}, entonces {a}* son todas las pala
_ lenen a; este conjunto i ‘
zzﬂjunto E dg palabras de la forma aa .. .Ir)zlllr?zde ionstrlllrsq; .
Elco_n a y siguen con b también, ya que E = .{-a]f!}l-le{'bc}o‘mlen~
cjpalesslgduminte te?rema de Kleene es uno de los resultados. i
s esed a teoria de los autématas. Fue demostrado en 1;3;6
al e gran importancia. Aun i6
dificil nos tomaria demasiado tiempct}luhea}::rf: s ek

Teorema. Un subconj
” unio de I'* :
solamente si es constrf:ctz'bfe, ¢ I" es un lenguaje regular si y

Los resultados anteriores n
i it 705 . 0s muestran que los lenguaj
rars?c;m;]'lug;soﬂ;; t?ls son basta'nte limitados. Pero eragg::]g:pi?
sl emos definido. Las madquinas finitas son las
e s l?q_a.nte la entrada que se les da, no tienen me-
e A a;lltes 1}(;1eron, Sus respuestas no dependen de lo que
il e uc;r jupuesto, !a§ maquinas modernas (cual-
Sl ok ac?d :Ia.dora) son mds hibiles. Una computadora
ik s opc ad de memoria y, en general, sus respuestas
ras respuestas anteriores. Veremos ahora cémo

entender estas maqui %
madquinas mas compli p
lengua jes. plicadas y cémo definir sus
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LAS MAQUINAS
DE TURING

Consideraremos primero una generalizacion muy simple de las
méaquinas finitas.

Una mdquina secuencial M tiene un conjunto finito de es-
tados S, un conjunto de entradas I que supondremos coincide
con el conjunto de salidas. Tenemos, como antes, una funcién de
transicién t: S x I — Sy la funcion de salida es f:8xI — I que
depende tanto del estado como de la entrada. Podemos imagi-
nar que esta maquina trabaja de la siguiente manera: le damos
una lista de instrucciones, es decir, una palabra w en el “alfa-
beto” I (el conjunto de todas estas palabras las denotaremos

*). Esta palabra la podemos dejar escrita en una cinta divi-
dida en casillas de forma que los simbolos de w estdn escritos
uno tras otro, uno en cada casilla; la cinta va siendo tomada
casilla por casilla por la maquina M de izquierda a derecha.
La méquina lee un simbolo, cambia de estado de acuerdo con
la funcién de transicién t, escribe en la casilla que acaba de
leer el simbolo correspondiente a la funcién salida y corre la
cinta a la siguiente casilla. Al final el resultado de nuestras ins-
trucciones queda escrito en la cinta. Esto se representa en la
figura VIIL9, que muestra dos pasos consecutivos del accionar
de la maquina M.
Pensar en las maquinas de esta manera tiene la ventaja de
que podemos entender més sencillamente lo que pueden hacer.
Por ejemplo, construiremos una maquina sum que suma dos

M

£

54 ‘"- bh—i sk—l T [ YO [P a.

-

G oo Tl e |50 o [

a maquina se-

Figura VII1.9. Dos pasos consecutivos en el accionar de un

cuencial.

145




;1&1;1::?; I(;':.;a.ll:a;gusiera.?a:; ello escribirem
ucesion de nyg

dla,m’ente; por ejemplo, 0111 lﬂll;?ﬁezc:rsn ltm
el numero 4 y el nimero 3 s
cinta que es tomada por n
lee el “0” de la izquierda ¢
iig;,ulente casilla y lee “17
uO” en la_l. casilla y pasa a
1”7 escribirg “1”

os los nlimefds
deados de 0 adec?x:,r
que que i
Estos nimeros vanqesglginozse?m&r
uestra maquina sum. La mj g
uando estd en estado S,. Pasa-qum_a
; pasa entonces al estado S, e:'ca' .
g queez,};;g’mente. Mientras la mé.q’uinanlze
Eulines d en gl :estado Sy. Al leer ¢ -
! ;.qlma « eb‘era escribir “1” y pasar al esta;]-
it b 2;;. maquina se quedard siempre Y respet 3
b ki ey a casxfla. En nuestro ejemplo, la m4 e
como sigue: , -

T
C 11110111
OIIIIUIIIOQ
001 1101110
0011101110
0011101110
001110 11190
0011111 110
00111111 190
0011111110
001111111 ¢
de forma qu i
- que el nimero que queda escrito en la cinta es o]

o s on de salida) de la manera como

o ia.s maquina.s' secuenciales arch
putos, es decir, tienen memoria,

afs

}»8 o
et ¢ Q?;

Fi ;
igura VIIL10. Grifica de transicign de la miquina sum

n;m los resultados de sus
- r'ero aun no interaccionan
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con el medio. ;Qué haria falta para que esto sucediera? Muy
simple: pensemos qué ocurriria si en la maquina secuencial que
hemos considerado antes la cinta pudiera ir tanto a la derecha
como a la izquierda. Sucederia que nuestra maquina podria
Jeer casillas que ella misma ha modificado, produciéndose una
situacion de retroalimentacion. Esto se escribe formalmente de
Ja siguiente manera.

Una mdquina de Turing T tiene un conjunto finito de estados
§, un conjunto finito de entradas I que es el mismo conjunto de
salidas. Una funcién de transicién t: § X I — S y una funcién
de salida f: S x I = TU {~,—}.

A una maquina de Turing T podemos imaginarla exacta-
‘mente como la méquina secuencial leyendo sobre la cinta, si la
maquina estd en el estado sy lee la casilla i, entonces pasa al
estado 8’ = t(s,1) y en caso de que f(s,i) = (j, <) escribe el
simbolo 7 en la casilla donde acaba de leer y la cinta se mueve
hacia la izquierda, mientras que si f(s,i) = (4,—), entonces
la cinta se mueve a la derecha. Si el niimero n estd escrito en la
cinta como una sucesién de nimeros 1, entonces el resultado
final del proceso de lectura de la cinta (o sea, la cinta como
queda escrita) se denota por T(n). Las méquinas de Turing son
el dispositivo automdtico mas sencillo que interacciona con el
medio.

Como ejemplo de una maquina de Turing que no es secuen-
cial, definiremos la maquina maz que calcula el maximo entre
dos nimeros. Probaremos primero que esta operacién no puede
efectuarse por medio de una maquina secuencial. En efecto, su-
pongamos que M es una méquina secuencial con estados Sy
entradas I. Para simplificar nuestra exposicién, supondremos
que S tiene sélo dos elementos. Damos a nuestra maquina la
cinta marcada 01101110, es decir, por los nidmeros 2 y 3. Como
la méquina es secuencial cuando lee los primeros “1” a la iz-
quierda, no sabe cudntos quedan a la derecha y no puede regre-
sarse a corregir, luego debe cambiar todos los “1” por “0” hasta
llegar al final de la secuencia. En ese momento no le bastan dos
estados para “recordar” que el nimero maximo era 111.

La maquina de Turing maz funciona de la siguiente manera:
en la cinta estin escritos los niumeros a y b como listas de
ndmeros 1 separados por 0, la maquina maz va de izquierda a
derecha y borra un “1” de cada nimero, al terminar el segundo
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nimero llega a “00” y lo cambia por “01”; asi quedan escri
tres numeros en la cinta: los nimeros a — i, b-1y1; aho::lt(l)s
maquina va a!a izquierda, llega al principio del prirne‘r mima .
escrito en la cinta y vuelve a comenzar el proceso; despué e;o
varias repeticiones tenemos en la cinta los nﬁmer(;é 0 ﬁ _ESb z
en caso de quea > bo b—a, 0, a en caso de que a <,b‘ en e
momento a la maquina le basta sumar los nimeros 1;e ti e
escritos para dejar escrito en la cinta el nimero ma.x{aqb} Elel;e
cinta marcada 01101110 este trabajo se efectiia de Ia’sig:uiel:n:

T i
; ? i é ? i } 10 00 1001101
o 4 0 000 001101
ib1 o ?%110 0000 0 1101
4510 5 10 00000 1 101
der 10 000000 1 01
0 L o 0110 0000001 0 1
" 0110 00000010 1 0
OOIég?}iODO 000000101 0 00
001001?8?0 00000010 1 100
boihel 1 s 0000001 0 1100
LR 000000 1 11100
101 00000 0 011100
0010 0 1101
001 001101
001 001101
001001101
El lector interesado puede tratar de dibujar la grafica corres-

pondiente a maz.
; Nos,prc:'guntamos a}Iora, icudnto hemos ganado considerando
eal:.st mgqgmas de Tlurmg? Mu.cho, no es dificil demostrar que
rabajo que realiza cualquier mdquina computadora (com
L::.zqcl:)irlllc;el:(»;m%s ;fctuai_r)ne:}:te) puede ser efectuado porlalgung
e Turing. De hecho, jhay un iqui ing
que puede realizar lo que haga ’CI;alguieracorrnalﬂ:lt?("lj‘ofaﬁ s
Para entender este sorprendente hecho veamos prirr;ero
%od:emas numerar de manera sencilla a todas las méquinasqgs
d:r};ag: En efecto,’supond remos primero que nuestras maquinas
uring usan sélo el alfabeto de entradas J = {0,1}. E
meremos los estados de nuestra maquina en sistem;, I)ina;l;_
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designemos el simbolo « por 01 y el simbole - por 011. En-
tonces podemos definir un nimero binario para cada méquina
de Turing escribiendo en el orden creciente de los estados s y
las entradas i los valores correspondientes a s, 1, (s, 1), f(s,1).
Asi, por ejemplo la maquina sum tiene tres estados que corres-
ponden a los nimeros binarios 1, 10 y 11. Para el estado 1 y la
entrada 0, se transita al estado 1 y la salida es 0011 (el primer
“0” corresponde a la salida.en I y el “011” corresponde al mo-
vimiento « ); antes de pasar al estado 1 yla entrada 1, escribi-
mos 0 para distinguir claramente el cambio. Entonces seguimos
con 11100011 (“1” por el estado, “1” por la entrada, “10” por
#(S1,1), “0” por la salida y “011" por el movimiento —); antes
de pasar al estado 10, escribimos 00. El nimero binario de la
maquina de Turing sum es:

1010011011100011001001 110110101101011001101100110111111011.

Un nimero horriblemente grande, pero lo que nos importa
es el hecho que podamos encerrar el funcionamiento de una
mdquina de Turing en un solo nimero.

Observemos que para dos maquinas diferentes el nimero bi-
nario asociado es diferente. Dado que un nimero binario co-
rresponde a un solo niimero en base decimal, concluimos que
a cada méiquina de Turing T le corresponde un nimero deci-
mal n(T) (también escribimos T = Ty(r)). Con esta notacion
estamos listos para enunciar el teorema fundamental de Turing.

Teorema. Eriste una mdquina de Turing T, de manera que

para todos los nimeros n y m se tiene que Tulgln,m)) =
Tn(m), donde g(n,m) = 2(n+m—1)(n+ m — 2)+ m.

NoTa: Por supuesto, la funcién g(n,m) puede ser sustituida
por cualquier otra funcién que tenga también la propiedad que
g(n,m) # g(n’,m’) en caso de que las parejas (n,m) y (n',m")
no sean iguales.

Este resultado es importante no sélo en la teorfa de autéma-
tas, sino en ldgica, inteligencia artificial y otras ramas de las
matematicas modernas. Una maquina T, como en el teorema
se llama mdquina universal de Turing. Esta mdquina puede
reproducir el comportamiento de cualquier otra maquina de
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Turing y por lo tanto i
el de cualquier i
o I%ue Jr exmir)., quier computadora que existy
. oger I"enros.e ha calculado el niimero que le correspond
= TI::a.qmnzf universal en la enumeracién de todas las mF: ui e
manerrmg. jes un nimero de mds de 1400 cifras! Si al’:'qie;ln?s
% nue:t ;a: qlue 'Penrose enumera sus maquinas es diferente d:
, el nimero que obtiene no deberfa diferi
qu;.-) s&:l tendria en nuestra enumeracién. e ]
pOdeamzs udnz;.i méquina de Turing 7' con entradas I = {0,1
P ; m:l ell) lenguaje I.Z.T asociado a T' como el COIljU;lt(})
& e palabras en la cinta que producen por respuest
e 0l y f';r:’)das las demas casillas en 0. Un campo interesa ta
xploracion actualmente es el estudio de los lenguajes IE:e
T

y su comparacién con 1 ;
os lenguaje 3
—— guajes regulares y los lenguajes

(PUEDE PENSAR UNA MAQUINA?

En . O
“C:Igi?l,tilga;'i‘:;iﬁgr;sgﬂglf lgnu?rtl'cul,? qsue llevaba por titulo
Ce i ntelligence”. Su articulo i
;i;sm;n;qouinl\:se propox'z?éo tomar en cuenta la pregunta:cfll’lzee::l}::
A i tf)ensa(;‘. La respuesta que da a esta pregunta no
i djscusfjm a. En efecto, debifio a las obvias complica-
i ensan::s r;n que nos meteriamos si queremos definir
iyt méI:odo 11-0 ,Ilallg;n§_adopt(ia un punto _d’e vista operacio-
et b ey Jjuego de la imitacién” y lo presenta
g E!Li}:el%ﬁl ie Ig Jmltacr_c'm lo juegan tres personas: un hombre
in)tenogadoi r Byun mterrogadqr C, de cualquier sexo. El
1o personas.perms,_ne?e en una hab_l tacion separado de las otras
i ey ];_sn objetivo es dt.atermmar cudl de las dos personas
ik tmnm‘lﬁ_:’tamon es la mujer, Las respuestas a las preguntas
iy ayUdaarsasdpoi' una cuarta persona, de manera que C no
e e ed eAa voz u otros medios. Supongamos ahora
e | Jetivo de A es confundir al interrogador. Por mas gz
quiera ayudar a C, el hombre A puede insistir en que esq‘;:

mujer sin que haya f
Turing: ya forma de corroborarlo para C. Pregunta

{Q u ] g ‘

ue s {edela 51 A es SHStltllIdO pol una I]laqu1n3 €n este uego

{_,Las eqUIVQC&CIOneS del Iﬂtellogadol te“dt an Ia Imisma hecueﬂc 1a
1
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ju gando de este modo, que cuando los contendientes son un hombre
y una mujer?

; Qué sucede si el interrogador debe decidir si A es una ma-

* quina o un hombre? Sigue Turing:

criticado desde el punto de vista de que
xceso en contra de la méaquina. Si el
r la méquina, daria sin duda una
mala exhibicién; seria descartado de inmediato por su lentitud e
inexactitudes aritméticas. ;Las maquinas no pueden ejecutar de-
terminadas cosas que deben ser descritas como pensamiento, pero
que son muy diferentes de lo que hace el hombre? Esta objecion es
poderosa, pero no debemos preocuparnos por ella si, pese a todo,
puede llegar a construirse una maquina que juegue satisfactoria-
mente al juego de la imitacion.

Pienso que a finales de este siglo el uso de las palabras y la
opinién general de la gente educada se habran modificado tanto
que sera posible hablar de maquinas pensantes sin esperar que se

susciten discusiones.

Quizé el juego pueda ser
las disparidades gravitan en
hombre se pusiera a tratar de se

La computadora Deep Blue efectiia una cantidad impresio-
la posicién de la partida y

nante de operaciones para evaluar

decidir la siguiente jugada. ;Es esto pensar? Tal vez no, pero es
una buena imitacién. Cémo nos indica Turing, esto es lo dnico
que podemos juzgar. Podemos imaginar una maquina del fu-
turo que cumpla muchas funciones humanas con la destreza que
Deep Blue juega ajedrez. ;Diremos que esa méquina piensa? El
fisico inglés Freeman Dyson piensa que ese dia llegard en menos

de 50 anos y agrega:

No veo un peligro de que la inteligencia humana llegue a ser susti-
tuida por la inteligencia artificial. La inteligencia artificial se man-
tendra bajo control humano. El hombre no sdlo vive para resolver
problemas, la in teligencia artificial nos daré libertad y tiempo para
ejercitar aquellas cualidades humanas que las maquinas no pueden

tocar.

lade Runner, un policia trata de descubrir
orio si una mujer es humana o “re-
mana, ya que tienc recuerdos de su
demas tiene sentimientos. ;Quién

En la pelicula B
por medio de un interrogat
plicante”. Ella piensa ser hu
infancia y otras vivencias, a
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puede decir si son sentimie
. ntos verdadero i solo ej
e : _ 5 V¢ s o si solo ejec
mo;{;togllarr:ef}te e: Ju;;go delaimitacién? Un moment(J) al‘i:: S(i]l_
, plicante Roy salva la vida : icia Ri s
: al policia Rick car
211:3951:‘1111} segu-ldo para matarlo. Deckard piensa: “No séD?)CLalq
o vo l.'lsm wda.’sza en esos momentos amaba la vilt)iar o
ghy ?olileosa%aéna] amadol nunca. No solamente su vida ;Tllr?s
gl g odo lo que €l querfa eran las mismas respt;est :
_ uscamos: jde dénde vengo?, ;a dénd 7 teudnin
tiempo me queda?” . FRL
El siglo termin i
a y las predicciones de Turi
urin

firmado, pero tal vez no falte mucho tiempo Dt

DEEP BLUE vS. KASPAROV.
DEFENSA KARO-IKANN

r\‘(;;.isqtl;;enhalila.mos tajllto del torneo Kasparov vs. Deep Blue
e OBcz.ptLu‘agst?Ic;o:logc relpf"od ucir aqui la dltima y tleci;il:rz
artida. . 0, €l juego del ajed ; j
l6gica (aunque con ingredicntes dge psicolé 1':3,?: pabe s
Blancas: Deep Blue. .
Negras: Kasparov.

 £8

b :ﬁ c6 11.  Af4 b5
. 2 d5 12; a4 AbT

4. c3 d X ed 13. Tel Cd

5. CCX ed Cd7 14.  Ag3 R g

ﬁ: Agg Cgf6 15. axb5 c ):65

: o zg 16. Dd3! Acb
4 17.  Af5

g C{‘))ie[?! De7 18. T xe7 fiii?’

& o fxeb 19. cd Rind

. Agb+ Rd8 e

La posicién final es I:
ra VIIL11). 12l es la que se muestra en el tablero (figu-

Segiin los i
comentarios de C
bt g fe b wodin Kaspanl)?rs Se:?prtsrtczs, 1()1111’&111:(2 las primeras
2 ostraba mas bi
vador contr: - e ien conser-
it adr(f Deep Blue. Contrariamente a su estilo explosivo
sos. La faﬁén procuraba hacer movimientos seguros y cautelo
. parece ser mas bi st bl £ el
1ds bien psicolégica: cuando Kasparov
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Poslclon final.

Figura VIILIL. Posicién final de la partida.

sorprendente contra un contrincante
y no reacciona bien. En cambio, la
bajando igual que siempre
d del oponente debida al

hace una jugada agresiva y
humano, éste se sorprende
maquina no se sorprende y sigue tra
y puede explotar cualquier debilida
juego arriesgado.

Segiin el G.M.I. mexicano Marcel Sisniega, la jugada hG del
séptimo movimiento de Kasparov es un error irreparable y todo
practicante de la defensa Karo-Kann sabe que lo que debe ju-
garse es T... Ad6, 8. De2, h6 (ahora si, porque el rey negro
estd protegido) 9. Ced, Ced, 10. De4, Cf6... En lo que todos
los comentaristas estan de acuerdo es que Deep Blue no comete
errores y hace algunos movimientos sorprendemente eficientes
como 8. Ce6. También la jugada 16. Dd3 es profunda. Comen-

taristas en la sala como el G.M. Yaser Seirawan opinaron que la
maquina seguramente jugarfa 16. De2 porque con esto ganaba
un peon.

Después de entregar su dama en la jugada 17, Kasparov co-
locé el reloj en su muiieca e hizo gestos de que todo estaba per-
dido. Sin embargo, el G.-M. J. Fedorowicz dijo que se sorprendio

de que Kasparov se retirara, porque 1o parecia estar derrotado.
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Respecto al comentario de Kasparov en el sentido de que |,
mdquina habia sido preparada para vencerlo (lo cual, se Supone,
resta mérito a la miquina), uno de los programadores de Deep
Blue dijo que no sabria como hacerlo. Deep Blue est4 progra.
mada para jugar ajedrez y lo tinico especifico con que contab,
para su torneo era una gran cantidad de partidas de Kasparoy
almacenadas en su memoria. Por cierto, ésta fue otra queja de

Kasparov: no haber tenido partidas previas de Deep Blue que
estudiar,

UNA MAQUINA
PARA CONTAR CONEJOS

Leonardo de Pisa, también conocido como Fibonacci, fue uno
de los m4s notables pensadores de la Edad Media. Sy obra Li.
ber Abaci contiene importantes innovaciones matematicas. Enp
sus paginas se encuentra el siguiente problema. Hay un par de
conejos (macho y hembra) que nacen en el tiempo 0. Después
de un mes estos conejos maduran y tienen una pareja de cone-
jos (otra vez macho y hembra) y asi el proceso de reproduccién
continia indefinidamente mes con mes. Es decir, al pasar un
mes la pareja recién nacida madura y tiene otra pareja de co-
nejos, al igual que tienen otra pareja los conejos del principio.
Suponemos que los conejos viven indefinidamente. ¢Cudl es €]
nimero de parejas de conejos después de n meses?

Disefie una maquina de Turing para contar estos conejos y
dibuje la grifica. i Cuil es el nimero binario de esta miquina?
Demuestre también que el trabajo de esta méquina no puede
ser efectuado por una maquina de estados finitos.

Solucién. En la poblacién de conejos distingamos dos tipos: los
adultos maduros (que tienen mas de un mes de vida) y los
jévenes (que nacieron hace menos de un mes). Si en el mes n 1a
poblacién total de parejas de conejos es a, ¥ la de parejas de
conejos jévenes es de b,,, entonces tenemos que en el mes n + |
las poblaciones seran:

Gny1 = ap + by,
bﬂ“"l = an.

La primera férmula se debe 2 que los conejos jévenes son
adultos después de un mes, ademds ningin conejo muere. La
segunda férmula proviene del hecho de que todas las parejas
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2l de la sucesion de Fibonacci:
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A : Lo
cons?r?ur?' lteme’nd(? las maquinas de Turing sum y re £ o
0 I la maquina fib. En efecto, la o i6 B G el
101 seria: ? peracion de fib sobre

: ::p :))pera. sobre el primer némero Y produce 0101010:
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- grafica de la mdquina fib es la de la figura VIIL.13
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IX. Algunos algebristas
y sus teoremas

Penetran en un pais de maravillas.
Soiiando mientras pasan los dias,
sofiando mientras mueren los estios.

Alicia a través del espejo, LEW1S CARROLL

A 10 largo de este libro hemos encontrado los nombres de al-
gunos personajes que han contribuido de manera importante
al desarrollo de las ideas y técnicas matematicas, en particular
del algebra. Pitagoras, Diofanto, Cardano, Descartes, Fermat,
Euler, Gauss, Galois y algunos otros que nos son ya €h mayor o
menor medida familiares, son algunos de los nombres centrales
en la historia de las matematicas, pero no sélo ellos han hecho
aportaciones notables al 4lgebra. Algunos no han sido mencio-
nados por la particular seleccion de temas que hemos hecho,
o la forma como presentamos algunos capitulos. Viéte, Jacobi,
Bézout, Abel, Lagrange, Sylvester, Hamilton, Cayley, Jordan,
Kummer, Frobenius, Dedekind, Kronecker, Hilbert, Lie, Noet-
her, Steinitz, Weyl, Cartan, Pierce, Artin, Weil, son de primera
importancia en cualquier historia del dlgebra. También las con-
tribuciones de matematicos como Newton, Leibniz, Lagrange,
Weierstrass, Klein, Poincaré son importantes en dlgebra (aun-
que sus contribuciones principales se hayan dado en otros cam-
pos de las matematicas).

Por su naturaleza, los resultados matemdticos no dependen
de los contextos histéricos o del cardcter o ideologia del ma-
tematico que los demuestra. Sin embargo, en este capitulo que-
remos presentar algunos datos de la vida de algunos de los alge-
bristas importantes y algunos de los teoremas que los hicieron
famosos. Antes queremos enfrentar las siguientes interrogantes:
;qué hubiera pasado de no haber nacido Fermat?, jqué seria
de las matematicas si Gauss hubiera sido médico o carpintero?
En una sola pregunta: jhasta qué grado depende el desarrollo
de las matematicas de los matemdticos que las hacen?

Por supuesto, no hay respuesta definitiva a estas preguntas
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y cyalquier cosa que se diga es una simple especulacién. P
seré breve en mi especulacion. Creo que si Fermat o Gn. b
otros matemdticos) no hubiesen hecho sus irnpcu"ta,rl-l‘,esamEi (u
chlones a la ciencia, las matemadticas serian esencialmexi?mn_
mismas que conocemos hoy en dia. Esto no quiere decir o
trabajo no 'fl{e importante, quiere decir que los descubrimque -
glue ellos Eucu:lron hubieran sido hechos por otros m-afem:l;l;{tzgz

unos afn 2 i

: ;ﬁ- e (;t;spnes. Hay dos razones que considero poderosas

a) Lo.? n‘zs?dtados en las matemadticas se descubren. Si ah
damos l'u‘stonca.mente en las raices de los principales ;esul":‘:‘ gn-
matematicos llegaremos siempre a preguntas relacfona.da.sal =
el _mundo re:%l, con el comportamiento de la naturaleza. Par: i
plicar o generalizar algunas de las propiedades observz;.da,s g
mundo real, los matemdticos desarrollan conceptos y d EB :
estructuras matematicas abstractas (por ejemplo, la 1)110{:16' nfin
grupo, la nocién de matriz). Para un matemé,tir:(; las estron :
ras ab.stra.c_ta.s tienen una realidad propia, y el mateméticu di“‘
;nvest{ga alsnstemética.meute, casi como un bidlogo investigar?:
ng E:ac.:um b" Por_ ello, las preguntas que gl matemadtico se hace

n arbitrarias, son las mismas (mas o menos) que se h
otros matematicos. e e e
En pocas palabras, las matemdticas son una ciencia como cual
quier otra (la biologia o la fisica), con la ventaja de que los reu l-
tados que se demuestran en esta ciencia son verdades univ i
les que no dependen del tiempo o de los gustos de los homzrsa-
b) Los resultados importantes en las matemadticas se ;es.
como respuesta a problemas que son considerados import i
tes en un momento historico y cultural determinado Iis .
tr:*ma.tlc?s pertenecen a una comunidad cientifica rmmd.ia.I u:'lar
g:l:)aénn;:s o menos claramente, cudles son los problemas {cl:luei:é
mar en cuenta. Por i

pfznsa.ndo sim ulténeameit; ﬁoiﬁ—: r%ﬁg:}:ri, hgb;f&l‘las i
gemp?os de descubrimientos hechos al misfno ti?aTnaF:ay tan(ios
investigadores que trabajan independientemente o S

Por supuesto, hay muchos ejemplos que no s:iguen exact
mente el esquema planteado antes; es decir, casos de m tac i
t1c0§ que,de§arrolla.n ideas en las que nadie ,mzis esta er?semda-
y aiun mas, Ic‘ie.':is que el resto de la comunidad no -eslt)é :m s
rada para recibir. Pero estas explosiones de genialidad sol:l ‘:11::?;
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bien aisladas y creo que ol desarrollo histérico glahal de las ma-
tematicas cubriria perfectamente estas geniaiidades por medio
de un proceso mas pausado.

Una vez contestadas nuestras interrogantes digamos que, de
todas maneras, es importante considerar la vida de los ma-
tematicos. ; Por qué? Porque los grandes individuos desempenan
un papel de guia para otrosy los elementos de sus vidas pueden
ilustrar y explicar periodos completos del desarrollo del pensa-
miento. Las matemdticas son hechas por mateméticos gue vi-
ven en un contexto historico, social y cultural que en muchas
ocasiones es interesante conocer para entender mejor las mo-
tivaciones y origen de los problemas considerados. En ultima
instancia, un poco de calor humano nunca sobra.

Los matematicos que hemos elegido para presentar, asi como
sus teoremas, estan estrechamente relacionados con el material

que hemos tratado en los otros capitulos.

EL ABOGADO
v LOS NUMEROS

Pierre de Fermat naci6 en Beaumont de Lomagne en el sur
de Francia en 1601 y nunca viajo a més de 200 kilémetros de
distancia de su lugar natal. Murié en 1665 en Toulouse sin haber
conocido Paris.

Fermat pertenecia a una familia adinerada. Estudié leyes y
obtuvo rapidamente el puesto de magistrado de Toulouse que le
dio seguridad econdmica, cierta nobleza (que le permitia usar el
“de” antes de su apellido) y tiempo para otras ocupaciones. En
efecto, en el tiempo que su labor de magistrado le dejaba (apa-
rentemente mucho), Fermat escribfa poesia en latin y criticas a
textos griegos. Pero sobre todo hacia matematicas.

Fl interés de Fermat por las mateméticas era muy amplio.
Consideraba problemas en teoria de nimeros, probabilidad y
célculo de valores maximos ¥y minimos de funciones. Desgra-
ciadamente, Fermat no publicaba la mayor parte de sus re-
sultados, se contentaba con escribir cartas a matematicos refi-
riendo algunos de sus descubrimientos, en muchas ocasiones sin

dar detalles de las demostraciones. Entre sus corresponsales se

#

contaban algunos de los matematicos mas importantes de su
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Figura IX.1. Pierre de Fermat.
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metria

:dioma original. Este interés le llevé a los libros de matematicas
griegos, en particular a la Aritmética de Diofanto, que le sirvié
como fuente de inspiracion.

Aunque de muchas de sus afirmaciones no quedan demostra-
ciones completas, las pruebas que hizo y que han llegado hasta
nosotros son precisas y correctas. Por ello el matemético con-
temporaneo André Weil afirma que “cuando Fermat dice que
tiene una demostracién de una afirmacién, hay que tomarlo
en serio”. Y fue tomado en serio cuando dijo en el margen de
un libro que tenfa una prueba maravillosa de que la ecuacion
£"+y" = z" no tiene soluciones en enteros positivos sin> 3.La
historia de este problema (sin duda, uno de los mas influyentes
en la historia de las matemdticas) puede verse en el capitulo V.

Ya en sus dltimos afios, en carta a un amigo, Fermat externa
su esperanza de que “tal vez la posteridad le estard agradecida
por mostrar que los antiguos no sabian todo”. La posteridad le
estd agradecida a Fermat por esto y muchas otras cosas.

Como ejemplo de las contribuciones de Fermat a la teoria de
los niimeros hemos elegido el siguiente teorema que empleamos
al tratar acerca de los “volados telefénicos”.

El pequeiio teorema de Fermat. Si p es un numero primo
y n es un entero positivo cualquiera, entonces p divide a n? —n.

Por ejemplo, si p=3y n = 3, entonces 33 — 3 =24 = 8 x 3; si
p=7yn=S8, entonces 8’ — 8 = 2097144 = 299592 x 7. En
términos de congruencias, el enunciado se puede escribir asi:

si p es primo, entonces nP~! =1 (mod p).

Demostracion. Una demostracién combinatoria muy sencilla se
puede hacer como sigue. Supongamos que tenemos bolitas de
colores que se pueden insertar en un hilo. Tenemos n colores
diferentes de bolitas. Formamos hilos con p bolitas de forma que
no todas las bolitas son del mismo color. jDe cuantas maneras
es esto posible? Como primera bolita podemos elegir una de
n colores diferentes, lo mismo para la segunda y asi hasta la
bolita p, esto es, podemos formar n? hilos con p bolitas. Pero
hay que excluir las que son de un solo color, que son n hilos.
Luego la respuesta es n? —n maneras. Un Lilo asf lo denotamos
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mos lf).s: extremos de los hilos.
cromaticos) se pueden formar
estos brazaletes. Observemos que en el caso p

%rup:i de 3 hilos determina el mismo brazalete de
razaletes en este caso son los ;

(

Figura 1X.2.
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Ahora, for
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- i Cudntos brazaletes (no mono-
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=3 = n, cada
forma que los

figura IX.3). siguientes (tenemos B(3,3) = 8)
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Figura 1X.3.
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mos un hilo cualquiera h = (b1,b2,...,bp). Si formamos el hilo .
p(® = (ba,b3,.-,bp,b1), pasando la bolita del final al prin-
cipio del hilo, obtendremos el mismo brazalete. Podemos ha-
cer esto sucesivamente y obtener p hilos h=h0 KA . AP
que determinan el mismo brazalete. ;Son estos hilos diferentes
entre si? Si, pues si dos de los p hilos formados fueran igua-
les, podriamos R = hi™ con 0 < m—k < pcon m—k
de valor minimo posible y entonces m — k divide a p (pues
pler) = Rim+1) . p(m) = p2m-k etc.) Pero es imposible
que m — k divida a p que es primo. Luego, cada brazalete se
obtiene de p hilos posibles. Esto es:

PB(P-;“) =n" —n.

Esto es lo que se deseaba demostrar. (]

EL CIEGO QUE
VIO MAS LEIOS

Leonhard Euler (proniinciese Oiler) nacié en Basilea, Suiza,
en 1707. Se gradué como matematico y fisico. A la edad de
20 aiios viajé a San Petersburgo, Rusia, a ejercer una catedra
en la recién creada Academia y permanecio alli hasta 1741,
cuando pasé a la Academia de Berlin, que en ese momento
reunfa a algunos de los cientificos y humanistas mds notables
de Europa: D’Alembert, Maupertuis y Voltaire. En 1766 regreso
a San Petersburgo, donde permanecié hasta su muerte en 1783.
A los 76 aiios todavia se encontraba activo, a pesar de haber
sufrido graves problemas de la vista desde 1735, que lo llevaron
a la ceguera total en 1771,

Ya ciego, Euler dictaba a un amanuense sus articulos que no
disminuyeron en profundidad o complicacién de los célculos. Se
dice que podia efectuar mentalmente operaciones aritméticas
complejas que implicaban una precisién de hasta 50 cifras deci-
males. El dia de su muerte calcul6 la érbita del planeta Urano
que habia sido descubierto unos dias antes.

Euler es uno de los matematicos mas influyentes de la historia
y, ciertamente, el mas prolifico. Publico mas de 900 articulos,
tratados o libros de matematicas. Sus obras completas ( Opera
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Figura IX.4. Leonhard Euler.

Omnia) comenzaron a publicarse en 1911 a razén de un volu-
men al afio, y la publicacién continuara hasta bien entrado el
préximo siglo. Esas obras incluyen jmads de 40000 paginas! Su
contenido es amplisimo: teoria de nimeros, teoria de funciones,
analisis, inicio de ramas completas de las matematicas como el
calculo de variaciones, la teoria de grificas y la topologia. En
la aplicacién de las matematicas consideré todo tipo de pro-
blemas, desde el movimiento de la Luna hasta la estructura de
la misica. Sobre su libro Introductio in analysis infinitorum, el
historiador de las matematicas, Carl Boyer, dice que “hizo por
el anélisis lo que los Elementos de Euclides hicieron por la geo-
metria y la tendencia resultante de expresar las matematicas y
la fisica en términos aritméticos ha continuado desde entonces”.
Baste mencionar que gran parte de la notaciéon matematica que
se usa hoy dia en andlisis proviene de los trabajos de Euler.
Una de las 4reas favoritas de trabajo de Euler fue la teoria
de nimeros (1700 paginas de la Opera Omnia se dedican a
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este tema). Alcanzé resultados primordiales en la teoria de los
nimeros primos, descubrié la importante ley de la reciproci-
dad cuadrdtica. Como ejemplo de un resultado de teoria de
nimeros demostrado por Euler, presentamos la siguiente gene-
ralizacién del pequefio teorema de Fermat. Para ello requerimos
la siguiente definicién: dado un nimero entero positivo n, de-
notamos por ¢(n) la cantidad de nimeros m entre 1 y n que
son primos relativos con n (esto es, el tinico divisor comiin de
ny mes 1). Los valores que toma la funcién ¢ son interesantes,
como muestra la siguiente tabla:

n_¢(n) n_¢(n)
11 11 10
2 1 12 6
3 2 13 12
4 2 14 6
5 4 15 8
6 2 16 8
(A 17 16
8 4 18 6
9 6 19 18
10 4 20 8

Teorema. a) Si a y n no tienen divisores comunes aparte del
1, entonces a*™ =1 (mod n). b) L #(d) = n.

Por ejemplo, si @ = 21 y n = 10, entonces ¢(35) = 4 y
21* = 194481 = 1(mod 10). Para la segunda afirmacién, pode-
mos observar por ejemplo que los divisores de 20 son 1,2,4,5, 10
y 20, de forma que }";08(d) = 1+14+2+4+4+8 = 20.
También observemos que el pequeiio teorema de Fermat es un
caso particular del inciso a), ya que si p es primo, ¢(p) = p—1y
cualquier niimero entero a es primo relativo con p, luego por a)
se tiene a?~! = 1(mod p), o lo que es lo mismo a? = a(mod p).

Demostracion. a) Tomemos los niimeros 7,75, ... »Ty(n) €Ntre
1 y n que son primos relativos con n. Como a es primo re-
lativo con n, entonces ary,ary, ... , @T () son también primos
relativos con n. Esto es, cada r; = I(mocfn) y ar; = 1(mod n).
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Entonces 1 ... Tg(m = 1(mod n) y también a®™r ...r%") =
ariary...0Te(n) = 1(mod n). Cancelando se obtiene a®M =
1(mod n), como desedbamos.

b) Para un divisor d de n, definimos el conjunto T'(d, n) de
los nimeros m entre 1 y n tales que el maximo comiin divisor
de m y n es d. Observemos que todo ndmero entre 1 y » estd en
uno y s6lo uno de los conjuntos T(d,n). Si t(d, n) es la cantidad

de elementos de T(d,n), entonces:
S #(d,n) = .
din

Calculemos ahora otra expresion para t(d,n). Observemos
que si el maximo comtn divisor de m y n es d, entonces el
miximo comitn divisor de m/d y n/d es 1. O sea, t(d,n) =
#(n/d). Finalmente, se puede probar que:

Y é(n/d) = 3 ¢(d),

din dln
esta tdltima asercion la dejamos como ejercicio para el lector
interesado. La demostracién estd completa. O

La siguiente férmula es también muy interesante:
1

o(n) = n]:[(l - —),

pin P

donde p corre sobre todos los ndmeros primos que dividen a n.
Por ejemplo, en el caso n = 20, se tiene:

1 1 1 _4
¢(20)—-20X(1—‘2')X(l—g)—QOXEXg—S.

De esta férmula se obtiene una forma general de calcular
el valor ¢(n) usando la factorizacién prima de n. En efecto,
por el teorema fundamental de la aritmética podemos escribir
n=p;'py --- 3% donde py,P2,- - - » Ps SON PTimos diferentes dos
a dos. Entonces usando la férmula anterior tenemos:

[ -4 {3 € . 1
#(n) =py'py - Ps H(l . ‘__)
i=1 pi

= 10 - 7 = T 90

=1 =1
= ¢(p7)$(p3) - - - (P5)-
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Por ejemplo, para n = 20 = 22 x 5, se tiene:

#(20) = $(2%) x ¢(5) =2 x 4 =8.

EL PRINCIPE
DE LOS MATEMATICOS

Carl Friedrich Gauss es considerado, junto con Arquimedes y
Newton, uno de los tres matematicos mas importantes de la his-
toria. Aunque contribuyé de manera decisiva en varias ramas
de las mateméticas puras, abriendo paso a la modernizacién ini-
ciada en el siglo XIX, también hizo aportaciones importantes,
en su ramo, a la astronomia y la fisica. El espiritu de su tra-
bajo se puede resumir usando sus palabras: “Las matematicas
son la reina de las ciencias y la aritmética la reina de las ma-
tematicas.”
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Gauss naci6 en Brunswick, Alemania, en 177?£'Ele familia
campesina. Impresionados por sus dotes en matematicas y len-
guas, sus profesores lo recomendaron con el duque de Bruns-
wick, que le concedié asistencia econdmica para que pudle':ra,
continuar sus estudios a nivel secundaria. Se cuentan varias
anécdotas de su infancia y primera juventud. Se afirma que, te-
niendo 10 afios, su profesor dejé a la clase el siguiente problema:
sumar todos los nimeros del 1 al 100. El profesor se dis_pom’a.
a salir por algin tiempo de la clase mientras los estudla.nte.f:
hacian las sumas; antes de que pudiese salir, Gauss se levanto
y le dijo:

—La respuesta es 5050. o

—;Cémo pudiste hacer 100 sumas tan rapidamente?—, pre-
gunto el maestro. g

—No es necesario sumar, sélo se requiere multiplicar 50 por
101—, contesté Gauss. .

En efecto, podemos sumar dos veces del 1 al 100 de la si-
guiente manera:

1+424+3+...498+99+100=2z
100+99+98+...+342+1=2z

que es lo mismo que sumar 100 veces el nimero 101. (Esto es
2z = 100 x 101).

Otra anécdota cuenta que a los 17 afios se encontraba inde-
ciso entre estudiar matematicas o filosofia. Pero entonces des-
cubrié cémo construir usando sélo regla y compas el poligono
regular de 17 lados. Este problema habia sido pla.nte?,do por los
griegos 2000 afios antes y se conocian construcciones para
los poligonos de 3, 4, 5 y 15 lados, pero desde tiempos de Eucli-
des no se habia hecho ningin progreso. Esto lo decidié por las
mateméticas. Como recuerdo de este descubrimiento, la lipida
de la tumba de Gauss tiene forma de un poligono regular de 17
- lados. .

Entre 1795 y 1798 estudié matematicas en la Universidad c!e
Gotinga y a los 22 aiios obtuvo su doctorado con un trabajo
donde demostraba el llamado teorema fundamental del dlgebra,
esto es, que para todo polinomio p(z) = agz™ + a4 el S
an-1T + a, existe un nimero complejo z tal que p(z) = 0.
De hecho dio tres pruebas diferentes de este resultado. Con ello
dej6 establecidos a los nimeros complejos como el lugar natural
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para efectuar dlgebra. A los 24 anos, publico el libro Disquisi-
tiones Arithmeticae donde establecié la fundamentacidén de la
moderna teoria de nimeros y que es considerado uno de los
mayores logros de la historia de las matemdticas. Sobre este
libro el matematico aleman Kronecker dice:

Es absolutamente sorprendente pensar que un solo hombre a tan
temprana edad fue capaz de dar a luz esa cantidad de resulta-
dos, pero sobre todo de presentar un tratamiento tan profundo y
organizado de una disciplina enteramente nueva.

En 1801 gané reconocimiento piblico al poder calcular la
orbita del asteroide Ceres recién descubierto. Para hacerlo uti-
liz6 el método de los minimos cuadrados que habia desarrollado
en 1794 (a los 17 afios). Este método todavia se usa hoy en la
misma forma. En 1807 se le nombré director del nuevo Ob-
servatorio de Gotinga, puesto en el que permanecié hasta su
muerte.

Seria muy largo enumerar los miltiples intereses académicos
que Gauss tuvo a lo largo de su vida. Baste mencionar que desa-
rroll6 la geometria no euclidiana 30 anos antes que lo hicieran
los matematicos Lobachevski y Bolyai, pero nunca publicé sus
resultados (por eso generalmente no se le acredita con este des-
cubrimiento); desarrollé la teoria de curvas y superficies que
después llevarian a su alumno Riemann a sus importantes tra-
bajos; hizo estudios importantes en probabilidad (la curva de
Gauss), en astronomia y en electromagnetismo.

Gauss murié en 1855. Poco tiempo después se comenzaron
a acufiar en Alemania monedas con su efigie; los billetes de 10
marcos llevan la efigie de Gauss.

Presentar ejemplos de teoremas de Gauss resulta dificil, pues
la mayoria son demasiado complicados para el nivel de este
libro. Sin embargo, demostraremos parcialmente un resultado
relacionado cercanamente con el dltimo teorema de Fermat que
hemos tratado en el capitulo V.

Observemos que las raices cibicas de —1 son ~1, p = (1 +
iv3)/2y v = (1-iyV/3)/2. Consideremos los nimeros complejos
de la forma nu + my, donde n y m son enteros. Nimeros de
esta forma serdn llamados G-nimeros.

169



* Teorema. No ezisten G-nimeros u,v, w satisfaciendo que
!.13 + 1}3 -3 ‘HJ3

Observemos que este resultado implica el caso del exponente
n = 3 del dltimo teorema de Fermat. En efecto, si existieran
nimeros enteros a, b, ¢ satisfaciendo a® 4 b = ¢, entonces a =
ap + av, b y c serian G-nimeros.

Antes de indicar los pasos de la demostracion, haremos al-
gunas consideraciones generales acerca de los G-numeros. La
mayorfa de las siguientes afirmaciones son sencillas de probar
y las dejamos como ejercicios a los lectores interesados.

1) El conjunto de los G-nimeros es cerrado bajo la suma,
resta y multiplicacién de nimeros complejos.

2) La norma de un nimero complejo z = z + yi se define
como N(z) = z? 4+ y%. Dados dos niimeros complejos z, z’, se
tiene que N(zz') = N(z)N(2'), es decir, la norma es multipli-
cativa.

8) Si z = nj 4+ mvr es un G-nimero, entonces N(z) = n? +
m? — nm, que es un nimero entero positivo. Los dnicos G-
nimeros con norma 1 son:

W, —pv,—v, 1, =1,

No hay G-mimeros con norma 2.

4) Llamamos r al G-nimero r = y — v = iv/3. Entonces
el G-nimero z = nu + mv es divisible entre r (esto es, existe
otro G-niimero 2’ tal que z = rz’) si y solamente si n + m es
divisible entre 3.

5) Si un G-nimero z no es divisible entre r, entonces z
9z' + e, con 2’ otro G-niimeroy e =1o0e = —1.

3 =

Demostracion del teorema de Gauss. Supongamos que u, v, w
son tres G-numeros tales que u® 4 v3 = w®. Entonces podemos
considerar el G-nimero z = —w, de forma que u® 4 v* 4 2° =
0. Ademas, si u,v,z tienen un divisor comin d que es un G-
nimero con N(d) > 1, entonces u = duy, v = dvy, z = dzy, de
forma que v} + v} + 2z} = 0y por 2), N(u;) < N(u). Como
este proceso no puede continuarse indefinidamente, podemos
suponer que en la ecuacién u® + v® 4 2% = 0, los niimeros u,
v, z no tienen divisores comunes d que son G-nimeros con
N(d) > 1. A esta ecuacién u3+v3+2% = 0 le llamamos ecuacion
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de Gauss. La imposibilidad de la existencia de las ecuaciones de
Gauss se obtiene de las siguientes dos afirmaciones:

a) En una ecuacién de Gauss u® + v® + 2% = 0, uno y sélo
uno de los nimeros u, v o z es divisible entre r (ese nimero se
llamard una base especial).

Si y es la base especial de WP + 13422 =0yy=ry,ay le
llamamos divisor especial.

b) Para cada ecuacién de Gauss u® + v® + z* = 0 con divisor
especial ¢/, hay una segunda ecuacién de Gauss u3+v3+2 =0
con divisor especial y; de forma que N(y}) < N(¥/).

Supongamos que ya hemos demostrado a) y b), entonces
por medio de repetidas aplicaciones de b), podemos encontrar

-ecuaciones de Gauss con divisores especiales ¥/, y{,5,... con

normas decrecientes. Esto es imposible puesto que la norma
siempre es un entero positivo. Esto probaria el teorema.

No daremos una prueba de b). Pero si el argumento de a).

a) Si ninguno de los tres nimeros u, v, z fuera divisible entre
r, por 5) tendriamos que u3 = 9u' + €1, v = ' + ey 22 =
9z’ + e3, donde cada uno de los niimeros e;,e;,e3 es 1 o —1.
Pero entonces, e; + €2 + e3 = 0(mod 9), lo cual es imposible
dado que la suma e; + €3 + €3 sélo puede tomar los valores —3,
—1, 1 o 3. Esto muestra que al menos uno de los tres nimeros

u,v, 2z es divisible entre r.

Supongamos que dos de los tres u, v, z son divisibles entre r,
digamos u y v. Entonces 23 = —(u®+v®) es divisible entre r y es
facil concluir que también z es divisible entre r. Luego, los tres
u, v, z son divisibles entre r. Pero N(r) = 3, lo que contradice

que u? + v® + 23 es una ecuacién de Gauss. O

EL ELEGIDO
DE LOS DIOSES

FEvariste Galois nacié en Bourg-la-Reine, cerca de Paris en
1811. Murié a los 20 afios de edad en 1832 (“los elegidos de
los dioses mueren jévenes”).

Galois nacid en el seno de una familia acomodada y politi-
camente activa durante los agitados tiempos de los gobiernos
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Figura IX.6. Evariste Galois.

de Napoleén, Carlos X y Luis Felipe de Orleans. Su madre lo
instruy6 hasta que ingresé al colegio Louis-le-Grand en 1823.
A los 15 aiios y bajo la gufa de uno de sus maestros habia leido
los trabajos de Euclides y Legendre en geometria y Lagrange
en algebra.

A los 16 aiios comenzd a considerar un problema fundamen-
tal de algebra: la resolucién de ecuaciones por radicales. En
el capitulo III hemos visto que las ecuaciones polinomiales de
grado 2 y 3 pueden resolverse por medio de radicales, esto es,
expresiones en los coeficientes de la ecuacién que incluyen su-
mas, multiplicaciones, divisiones y extraccién de raices (cua-
dradas y clibicas). Esto también es posible para las ecuaciones
de grado 4. Pero no para todas las ecuaciones de grado 5. Esto
habia sido probado recientemente por otro joven matematico
(noruego) Niels Abel, pero Galois no lo sabfa. En realidad lo que
intentaba encontrar era un resultado mads general. Asociando
cada polinomio al grupo de todas las posibles permutaciones
de las raices que determinan automorfismos en los nameros
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complejos (el llamado grupo de Galois de la ecuacion), bus-
caba condiciones en el grupo que implicaran la solubilidad de
la ecuacién polinomial por medio de radicales.

A partir de 1827 la vida de Galois estuvo llena de infortu-
nios. Mientras estaba en el Louis-le-Grand, Galois preparé tres
publicaciones que corrieron con pésima suerte. En 1829 envié
la primera memoria destinada a su publicacién a Cauchy, el
matematico francés mds influyente del momento. Este perdié
el manuscrito. Igual suerte corrié su segundo articulo que esta
vez envié a Fourier, quien murié a los pocos dias de haberlo
recibido. Mientras tanto, su padre se habia suicidado por pro-
blemas politicos y él fue rechazado para ingresar a la Escuela
Politécnica, la universidad de mayor prestigio donde podia es-
tudiar un matemaitico. Decidié entrar a la Escuela Normal Su-
perior para prepararse como maestro. En esos dias su activismo
politico se increment6 al grado de escribir feroces ataques con-
tra el rey Luis Felipe de Orleans. Galois fue expulsado de la
Escuela Normal y puesto en prision en dos ocasiones. En 1831,
su tercer articulo fue rechazado por Poisson, quien le envié una
nota diciendo que era incomprensible.

El 29 de mayo de 1832, Galois fue retado a un duelo a pistola.
Las razones son poco claras. Pudo haber sido provocado por la
pasion hacia una mujer, o montado por sus enemigos politicos.
El caso es que Galois sabia que probablemente moriria al dia
siguiente. Dedic6 toda la noche a escribir sus ideas acerca de los
grupos de permutaciones de raices y la solubilidad por radicales
de ecuaciones polinomiales, asi como vagas menciones a muchas
otras ideas. Este escrito, que dirigié como carta a su amigo
Auguste Chevalier, contenia unas pocas paginas garabateadas
con comentarios en los margenes que decian “no tengo tiempo”.
La carta terminaba asi:

Pidele a Jacobi o a Gauss que piiblicamente den su opinién, no so-
bre la verdad de los resultados, sino sobre su importancia. Después
habra, espero yo, alguien que encontrara provechoso descifrar todos
estos garabatos.

Al dia siguiente, Galois fue herido y murié un dia después de
peritonitis. Fue enterrado en la fosa comin el 2 de junio.

El apoyo y comprensién de los matemdaticos que Galois no
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tuvo en vida, lo encontré después. Joseph Liouville estudié la
carta a Chevalier y logré entender las ideas principales de Ga-
lois. El 4 de julio de 1843, Liouville se dirigié a la Academia de
Ciencias de Paris con estas palabras:

Espero interesar a la Academia anunciando que entre los papeles
de Evariste Galois he encontrado una solucion tan precisa como
profunda de este bello problema: ;cuando es una ecuacion soluble
por radicales?

Si bien no podemos aqui entrar en detalles sobre la teoria
de Galois, podemos dar un ejemplo de un polinomio que no es
resoluble por radicales e indicar superficialmente las razones de
que esto suceda.

* Teorema. El polinomio z° — 6z + 3 no tiene solucién por
radicales.

Idea de la demostracion. Indicamos los principales pasos:

1) La ecuacién 2° — 6z + 3 = 0 tiene tres soluciones reales y
dos complejas.

Para observarlo, podemos graficar el polinomio p(z) = z° —
6z +3 en el plano X-Y. Observando que p(—2) = —17, p(-1) =
8, p(1) = =2y p(2) = 23, y sabiendo que la grafica tiene un
s6lo maximo local en —¢/6/5 y un s6lo miimo local en ¢/6/5
(para la obtencién de miximos y minimos hace falta un poco
de analisis), entonces la grifica se ve como en la figura IX.7.

2) El polinomio p(z) = 2° — 6z + 3 no puede escribirse como
producto de dos polinomios con coeficientes enteros de grado
menor que 5.

Supongamos que esto no fuera el caso y tuviésemos ¢(z) y
r(z) de grado menor que 5 y tales que p(z) = g(z)r(z). Como
el grado de g(z) mas el grado de r(z) es 5, entonces pode}'nos
suponer que ¢(z) tiene grado 1 o 2, mientras que r(z) tiene
grado 4 o 3, respectivamente.

Si g(z) tiene grado 1, entonces g(z) = nz + m y r(z) =
a4zt + a3z + agz? + a1z 4 ag con n,m, ay, az,az,ay,ag nﬁmer(::s
enteros. Luego, nay = 1, que implica que n es 1 o —1 y ademas
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Figura IX.7.

—m/n = —m es una solucién de p(z) = 0. Pero, por 1, sabemos
que p(z) = 0 no tiene soluciones enteras.

Supongamos ahora que g(2) = byz?4+b1z4bo y r(z) = azz>®+
az2? + ayx + ag con coeficientes enteros. Entonces, igualando
los coeficientes de los polinomios p(z) = ¢(z)r(z), tenemos:

aghp = 3

aoby + arbo = -6

aghy + a1by + azbg = 0
ajby + azby +azbg= 0
azby + azby = 0

azb, = 1

De la primera ecuacién concluimos que uno (y sélo uno) de ao
y bo es divisible entre 3. Supongamos que by es divisible entre
3. De la segunda ecuacién obtenemos que b; es también divi-
sible entre 3, y finalmente, de la tercera ecuacion tenemos que
by es divisible entre 3. Esto contradice obviamente la iltima
ecuacion. Luego, podemos suponer que ag = 3 y by = 1. Proce-
diendo como antes tenemos que aj,az y a3 son divisibles entre
3, lo que otra vez contradice la idltima ecuacién. Esto prueba
la afirmacién 2).
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3) Un polinomio de grado 5 que satisface las condiciones 1)
y 2) tiene grupo de Galois Ss. El grupo de Ga.l.ms Ges un grupo
de permutaciones de las cinco raices complejas del p91mom10
p(z) (son cinco raices por el teorema fu.ndan.lental del a.lge-bra.).
Luego, G es un subgrupo de Ss. Un polinomio con la prop;ed:_a.d
2) tiene siempre un elemento de orden 5 en el grupo de Galois,
esto es, hay una permutacién g en G tal que ¢° = 1, pero g* # 1
para 1 < ¢ < 4. Por otra parte, como hay dos raices no reales
de p(z), éstas tienen la forma z y 2, lo que produce un elemento
de grado 2 en G. L

Podemos suponer que a G pertenecen la trasposicién (1,2)
y la rotacién (5,4,3,2,1). Como hemos visto en el capitulo 6,
estos elementos generan a Ss. Luego G = Ss.

4) El grupo S5 no es soluble. Esto es, no hay una cadena de
subgrupos S5 = Go,G1,...,Gn de forma que G sea normal en
Gi_1 y el cociente G;_,/G; tenga orden primo.

En efecto, esto es asi porque S5 tiene como subgrupo normal
a As, que no tiene subgrupos normales.

5) El teorema de Galois indica que:_si plz) = 0 es §01uble
por radicales, entonces el grupo de Galois G del polinomio p(z)
es soluble. . o _

La idea de la prueba del teorema de Galois es la siguiente: si
G es un grupo soluble, tenemos una cadena G =10, G 1y rrs ,_Gm
de forma que G; sea normal en G;_; y el cociente G;_1 /Gj tiene
orden primo. Asociada a la cadena hay una cadena de subcon-
juntos de los niimeros complejos Fo C 1 C ... Fip t.a!.les que F;
es el conjunto de nimeros complejos z que quedan fijos bi}_lo la
accién de G; (esto es, g(z) = z para toda g en G;). El conjunto
Fy contiene a los coeficientes de p(z), mientras que todas las
raices de p(z) = 0 estdn en Fp,. El hecho de que G;_; /G; tenga
orden primo implica que los elementos de F; se pueden cons-
truir por radicales a partir de los elementos de' Fioy: Luegq, las
raices de p(z) = 0 se pueden construir por radicales a partir de
los coeficientes del polinomio p(z). .

En nuestro caso, y debido a que S5 no es soluble §), se sigue
que el polinomio p(z) = z° — 6z + 3 no es soluble por radicales.
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Dos AMIGOS INGLESES

Arthur Cayley y James Joseph Sylvester fueron dos grandes
matematicos ingleses de la época victoriana. Grandes amigos,
la obra de cada uno inspiré parte del trabajo del otro. Segin
E. T. Bell, “la vida de estos dos hombres debe escribirse si-
multdneamente, pues cada una hace juego perfecto con la otra
y la vida de cada uno suple lo que le hace falta a la otra.”

Cayley nacié en 1821 en Richmond, Surrey. En contraste
con los maestros de Galois, los de Cayley reconocieron tem-
pranamente su genio para las matematicas y lo apoyaron deci-
didamente. A los 16 aiios inicié sus estudios universitarios en
Cambridge y a los 21 obtuvo un puesto especial en la universi-
dad que le permitia un ingreso econémico impartiendo algunas
clases y seguir sus estudios. Pero no sélo se interesaba por las
matematicas. Lefa a los clsicos griegos en su idioma original,
novelas inglesas y pintaba acuarelas.

A los 25 aiios se retir6 de su puesto en Cambridge, que le
exigia ordenarse clérigo de la iglesia ortodoxa inglesa si queria
progresar. Estudié derecho y tres afios después despachaba a-
suntos de testamentos, arriendos y traspasos, lo que hizo du-
rante 14 afios. Pero en sus ratos libres continué con su verdadero
interés, las matemdticas. En este tiempo, Cayley publicé mas
de 200 articulos, algunos de los cuales son clsicos. También
tuvo su primer encuentro con Sylvester.

Sylvester naci6 en 1814 en Londres. Su verdadero apellido
era Joseph (de origen judio) pero adopté el de Sylvester hacia
1820 debido a las persecuciones religiosas (es interesante notar
que el Sylvester que eligi6 la familia es el de unos papas cristia-
nos que se distinguieron por su hostilidad hacia los judios). A
los 15 afios pas6 a estudiar matematicas en la Royal Institution
de Liverpool y en 1831 ingresé a Cambridge, donde no podia
obtener un doctorado por no ser cristiano. Sélo en 1871 Cam-
bridge le otorgd el Doctorado honoris causa después de que las
disparatadas leyes religiosas fueron abolidas.

En 1838, Sylvester emprendié la aventura de aceptar ser pro-
fesor en la Universidad de Virginia, EUA. A los tres meses se
vio obligado a renunciar al negarse las autoridades a castigar a
un estudiante que lo ofendié. Regresé a Inglaterra y decidié no
buscar empleo como matematico, sino como actuario para una
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compaiifa de seguros de vida. En 1846 comenzo a estudiar }eyes
e inicié el ejercicio de la carrera legal en 1850. Se relacioné con
Cayley en 1852. o

A partir de entonces Cayley y Sylvester no_(’ieja.ra.n nunca
de discutir. El primer tema que llamé su atencién fue el d'“f }a
teoria de invariantes. Por ejemplo, si consideramos la ecuacién
de segundo grado az? + bz + ¢ = 0, sabemos que tiene dos
raices iguales solamente si b — 4ac = 0. Veamos con cuidado
esta expresién b? — 4ac, que se llama Fl d:scnmmante_r'de la
ecuacién. Aplicamos un cambio de variable a la ecuacién, de
forma que la nueva variable y se relaciona con la antigua z por
medio de una ecuacién lineal y = pxz + ¢. Entonces, la ecuacion
de segundo grado en z se convierte en Ay*+ By+C = 0, donde

A=, Bz_bq—2cp, C = aq® - bpq + cp.
El discriminante de la nueva ecuacion en y es:
B? — 4AC = (bg — 2¢p)? — 4c(ag® - bpg + ¢p?) = ¢*(b? — 4ac).

Es decir, después de aplicar la transformacion y = pz -I; q, el
discriminante de la ecuacién sélo cambia por un factor ¢ que
depende completamente de los coeficientes de la transformacién
aplicada. Se dice que el discriminante es un invariante. '

Los problemas de invariantes demostraron pronto ser de pri-
mera importancia en las matematicas y en la fisica. P,DF ejem-
plo, segiin la teoria de la relatividad, las leyes de la fisica son
las mismas en diferentes sistemas inerciales (o sea, sistemas que
se mueven con velocidad relativa constante). En otras palabras,
las expresiones matematicas de las leyes de la fisica deberdan ser
ecuaciones invariantes bajo cambios de coordenadas entre sis-
temas inerciales. Con ello el problema de encontrar expresiones
matemadticas para las leyes de la fisica es remplazado por un
problema de teoria de invariantes. ’

Uno de los grandes descubrimientos de Caf_yley se llevé a cabo
en 1858. Trabajando con transformaciones lineales y las corres-
pondientes invariantes, Cayley se dio cuenta de que si ordenab‘a,
en ciertos arreglos los coeficientes de las transformaciones podia
determinar sencillas operaciones entre los arreglos que corres-
pondian a la composicién de transformaciones. Estos arreglos
fueron llamados mairices con la multiplicacién que hemos des-
crito en los capitulos V y VIIL. Desde entonces las matrices han
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encontrado una variedad amplisima de aplicaciones dentro de
las mismas matematicas y en otras ciencias.

En 1863, la Universidad de Cambridge ofrecié un puesto de
profesor de mateméticas a Cayley, quien habria de conservarlo
hasta su muerte. Por su parte, en 1855, Sylvester consiguié un
puesto de profesor de matematicas en la Royal Military Aca-
demy y lo mantuvo hasta 1870, cuando lo obligaron a retirarse.
A los 62 aiios acepté un puesto en 1a Universidad Johns Hopkins
de Baltimore, EUA.

Las vidas de Cayley y Sylvester cruzaron en otro par de oca-
siones. En 1881, Cayley pasé un semestre dando un curso en
Johns Hopkins. En 1883, la Universidad de Oxford en Inglate-
ITa invité al anciano Sylvester a ocupar un puesto de profesor.
Entonces reanudaron su amistad y sus trabajos conjuntos hasta
la muerte de Cayley en 1895. Sylvester murié en 1897.

Los intereses de Sylvester eran muy diversos, de no haber sido
matemético se le conoceria quizd como poeta. Algunos poemas
suyos se publicaron en memorias que inclufan también resul-
tados matemdticos. Segiin Sylvester, los grandes matemdticos,
excepto en caso de accidente, han vivido una larga vida man-
teniendo su mente vigorosa, dice:

[--.] no hay en el mundo ningiin estudio que haga actuar de una
manera mas arménica todas las facultades de la mente como las
mateméticas [...] el matematico vive mucho y vive joven; las alas
del alma no se desprenden de él tempranamente, ni sus poros se

entorpecen con las primeras particulas que vuelan en los caminos
polvorientos de la vida vulgar.

Una sencilla combinacién de la teoria de invariantes y la
teoria de matrices se presenta en el llamado teorema de Cayley-
Hamilton (el matematico irlandés Hamilton fue otro destacado
algebrista de la época victoriana). Para enunciarlo requerimos
introducir un poco de notacién. Si:

a a
Hoe ( 11 12)
a1 app
es una matriz de tamaiio 2 X 2, entonces det A = ay1aag —
a12a21. Dejamos al lector interesado el trabajo de demostrar

que este determinante es invariante de las matrices bajo las
transformaciones lineales en renglones de las matrices. Para
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“cualquier matriz A = (a;;) de tamano n X n se puede dfeﬁnir
el determinante de A por medio de la siguiente regla debida a
Leibniz:

detA = Z (_1)’(0}310(1)‘120(2} -+« lng(n)
gESn

donde S, es el grupo de permutaciones de n elementos, y para
cada o en S,, el signo de o es s(¢) = 1 en caso de que o
Pertenezca al subgrupo alternante A, y s(0) = —1 en caso
contrario. Por ejemplo, Sz consta de dos. elementos, la 1d-ent1dad
e y la trasposicién (2,1). Es claro que si A es una matriz 2 X 2,
se obtiene:

Z (“'1)3(6)0141(1)‘1%(2) = det A.
g€ESy

] ] sti iz A de tamaiio
El polinomio caracteristico x 4(t) de la matriz A de tam
n X n}::v. xa(t) = det(tI, — A), donde I, es la matriz identidad
de tamaifio n x n. Por ejemplo, si A es la matriz:

1 2
4=(3 3)
entonces:

t—-1 =2
XA :det(tfz—A)z_det( 9 3—3)

=(t-1)(t-3)+4=1*-4t+1.

Teorema de Cayley-Hamilton. Sea A una matriz de tamano
axnyxalt)=t" 4+ mt" !+ "2+ ...+ pn su polinomio
caracteristico. Entonces:

AP g AT L o A2 o d

es la matriz con todas sus entmd?s 0. _
En el ejemplo anterior, x4(t) = t* — 4t 4+ 7, entonces:

-3 8 4 8 7 0)
XA(A)=A2_4A+TIQI(—8 5)_(—8 12)*(0 7

que es claramente la matriz con todas sus entradas 0.
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La demostracién de este teorema puede verse en cualquie
libro de algebra lineal. Pero invitamos al lector que intente ha:

cerla usando explicitamente todas las definiciones en el caso d¢
matrices de tamaiio 2 x 2.

EL ESPiRITU
DEL SIGLO XX

Uno de los mateméticos méas importantes del siglo XX es, sin
duda, David Hilbert. Su vida esti marcada por esfuerzos de
sintesis que sirvieron de fuente de inspiracién para muchos
de los trabajos emprendidos por otros mateméticos.

Hilber nacié en Kénigsberg, Prusia, en 1862. Después de una
brillante pero dura carrera como Privatdozent en Konigsberg
(que le daba derecho a ensefiar sin recibir sueldo), obtuvo una
plaza de profesor en la Universidad de Gotinga en 1895 y ahi
pasoé el resto de su vida.

A finales del siglo xix, la Universidad de Gotinga tenia gran
reputacién en el campo de las matematicas gracias al linaje de

Figura I1X.8. David Hilbert.

181




Gauss, Dirichlet y Riemann. Pero durante los 30 pl:imeros aflacis
del siglo XX, alcanzé todavia mayor reputacion, debido especial-
mente a Hilbert y al gran atractivo que ejercia sobr? profeson:es
y estudiantes de Alemania y otros pa.fs?s. En esos aiios estuvie-
ron en Gotinga: Klein, Minkowski, Heisenberg, Born, Landau,
Carathéodory, Schmidt, Toeplitz, Haar, Noether, Weyl, H‘ef.ke,
Courant y, como visitant;as, mas o menos todos los matematicos
icos importantes de la época.

. fg::: depla. atraccion de Hilbert se debia a sus logros ma-
temdticos y otra a la sencillez y ca'hdez de. su trato Eerf;ona(\il,
algo desacostumbrado en el jerarquico ambiente académico de
Alemania. Sobre esto, Richard Courant dice:

En Alemania era considerado impt?sible que un profeso!- se rebajara
a ser amigo personal de sus estudiantes. Hilbert rompié comple_t.fn-
mente esta tradicion, y esto fue un enorme paso haczfz la creacion
de un ambiente cientifico; sus estudiantes jovenes venian a su casa
para el té o la cena. La sefiora Hilbert preparaba grandes cenas pa-

ra los asistentes y los estudiantes. .. .
Las clases de Hilbert eran inspiradoras. Sus conferencias no eran

n el sentido formal, y sucedia frecuentemente que no
ﬁ{)l;'?:)ii;amdo lo suficiente, de modo que al final de la h9ra t.en:a
que improvisar, lo que hacia de manera torpe [...] teniamos da.
oportunidad de verlo luchando a veces con problemas simples le
matematicas hasta que encontraba la solucién. Esto era mucho mas

inspirador que una catedra perfecta.

Los primeros logros de Hilbert se r}ieron en el campo del
algebra. Antes de llegar a Gotinga habia probado un prohltema.
en teoria de invariantes que habia desafiado a los algebristas
por mucho tiempo. Ya en la universidad pl-lb!u:o su tratado
sobre nimeros algebraicos que ha sido un libro 'fnnda,{nen_t?.l
desde entonces. En 1899 presenté la primera axiomatizacion
completa de la geometria euclidiana en su libro Fundamentos

metria. )
de(f;t:'a?:opaf‘te de la fama de Hilbert descansa en lla serie de
problemas que enuncié durante el Congreso Mundial de' Ma-
tematicas de Paris en 1900. En su lisl_:a de 23 problemas ’H.llbert
incluyé los que consideraba primordiales en las matematicas y
en los que los matematicos deberian concentrar sus esfuerzos en
los anos futuros. Muchos ya han sido resueltos, pero cada vez
que un problema fue resuelto significé un acontecimiento ma-
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tematico y esto se djo a lo largo del siglo XX. Los problemas que
quedan por resolver dependen esencialmente de la demostracién
de la conjetura de Riemann, que se considera en este momento
como el problema abierto m4s importante en matemdticas.

El éxito en fundamentar axiomaticamente la geometria llevé
a Hilbert a tratar de lograr una sintesis similar con las ma-
temdticas todas. Sus esfuerzos desde 1905 trataban de lograr
la definicién de un conjunto de axiomas que fuese congruente

« (es decir, que no implique contradicciones) y completo (es de-

cir, que todo teorema pueda ser derivado desde los axiomas
por medio de la légica). Finalmente, en 1931, el légico Kurt
Gédel demostré que esto no es posible: en cualquier sistema
axiomdtico se pueden formular afirmaciones indecisibles, esto
es, que tanto su validez como su negacién son congruentes con
los axiomas dados.

Como ejemplo de un resultado de Hilbert presentamos e] si-
guiente teorema, que es uno de los fundamentos de la geometria
algebraica.

Teorema de los ceros. Consideremos polinomios p,q, ..., q,
en las variables z,,... z,. Supongamos que para todo vector
complejo (ay,. .., a,) tal que gi(a,...,a,) = 0 para toda i, se
tiene también que Plai,...,a,) = 0. Entonces existe un nimero
m y polinomios hy,. .. h, tales que

5§
P" =) qiki.
i=1

No intentaremos dar la demostracién del teorema. Como un
ejemplo explicito de este resultado, tomemos los siguientes po-
linomios: p(z;,:cg) = 29, ql(z;,rg = 11 + 29, q2(.1:1,x2) =
—Z172 + 22 ¥ q3(21,22) = —z3 + 23, en las variables 2y, 5.

Si una pareja (a1,az) de nimeros complejos es un cero de los
tres polinomios ¢y, ¢,, g3, entonces, ai+az; =0, (-a;+1)a; =0
¥ (=1+az)a3 = 0. De la dltima ecuacién obtenemos que a; = 1
0 az = 0. Si se diera el primer caso, entonces de la segunda
ecuacion tendriamos que a; = 1 y llegariamos en la prime-
ra ecuacion a 14+ 1 = 0, lo que no es posible en los niimeros
complejos. Entonces, a; = 0, 0 lo que es lo mismo, (a1, a,) es
un cero del polinomio p(z1,23). Por otra parte, tenemos que:

Q1(21,72)23 + go(21, 22)22 + @a(21,22) = 23 = p(21,22)°.
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NOTAS Y REFERENCIAS COMENTADAS

Para la elaboracién de este libro hemos utilizado material de muy
diversas fuentes: libros de divulgacién, libros de matemitica elemental
y especializada, libros de filosofia, enciclopedias, articulos en revistas
de matematicas, articulos de periddicos, y otros. Haremos un breve
repaso del principal material utilizado en todo el libro y en particular
de cada capitulo. Si una referencia estd marcada con un asterisco *,
significa que el nivel no es elemental. Si lleva dos **, que el material
es especializado.

Los libros de divulgacién de las matemdlicas que hemos usado son
los siguientes:

[1] D. Bergamini. Malemadticas. Coleccion Cientifica de Life
(1981).

[2] W. Dunham. The Mathematical Universe. Wiley (1994).

[3] E.Maor. To infinity and beyond. Princeton (1991).

[4] J. Newman. Sigma. El mundo de las matemdticas. 6 vols. Gri-
jalvo (1968). De la edicién de Simon and Schuster (1956).

[5] I.Peterson. The Mathematical Tourist. Freeman & Co. (1988).

[6] H. Resnikoff y R. Wells. Mathematics in Civilization. Dover
(1984). '

[7] Scientific American. Mathematics: An Introduction to ils Spirit
and Use. Freeman & Co. (1979).

[8] A. Wilson. The infinite in the finite. Oxford (1995).

Respecto a estos libros tenemos un par de observaciones que hacer.
En primer lugar, la mayoria esta en inglés. Se da muy poca divulgacién
de las matematicas en espaiiol. En segundo lugar, y mas importante,
estos libros no son de matemdticas sino acerca de las matemdticas.
Con pocas excepciones (sobre todo el libro de Wilson) no se encon-
trara en estos libros tratamientos matematicos completos o ejemplos
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matematicos desarrollados. Sin embargo, son libros agradablef.; que
pueden leerse como novelas. Los libros de Newman y el de S('.Iel’:lt:l-
fic American son recopilaciones de muchos articulos de divulgacion
publicados antes en lugares diferentes. d

Para algunos datos histéricos (sobre todo en el capitulo IX) se
consultaron también los siguientes libros:

[9] E. T. Bell. Men of Mathematics. Simon and Schuster (1965).

[10] N. Bourbaki. Elementos de historia de las matemadticas. Alian-
za Universidad (1972). ' '

[11] C. Boyer y U. Merzbach. A History of Mathematics. Wiley
1969).

[12] ?Encs'r%opedia Biogrdfica Universal. “Ciencias exactas”. Pro-
mexa (1982).

[13] Encyclopaedia Britannica. 30 vols. (1986). o

[14] * P. Gabriel: Matrizen, Geomelrie, Lineare Algebra. Birkhauser
(1996).

[15] B. Russell. Wisdom of the West. Crescent (1978).

El libro de Bell es muy facil de leer. Bourbaki trata de ser preciso en
sus datos. Gabriel escribié un texto de dlgebra lineal en aleman que
contiene muchas notas biograficas interesantes. Russell presenta una
introduccién a las ideas filoséficas en el mundo occidental.

Ahora mencionaremos el material usado en cada capitulo.

CarituLo 1

El material referente a la evolucion de los sistemas de numeracion re-
currié a [1] y [6]. Las maquinas de calcular a (7], [13] (el articulo_sobrs
Babbage). El juego de tarjetas con el que se “adivina el pensamiento
se basé en el articulo “The unlisted phone number” en el libro:

[16] M. Gardner. Ahka! Insight. Freeman & Co. (1978).

Este librito trae muchos problemas de teoria de nimeros elemental y
logica.

CaritTuro 11

La vida de Pitagoras y su filosofia en [15]. Los niimeros figurados
(triangulares, cuadrados, etc.) en [6] y [8]. La demostracién del teo-
rema de Pitigoras que proviene de Los elemenios de Euclides es
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estandar y algo que todo matematico sabe hacer. La demostracién
de Wallis puede verse en [2]. Comentarios acerca del origen chino del
teorema de Pitagoras pueden leerse en [14]. La “nueva” demostracién
de la irracionalidad de v/2 puede encontrarse en:

[17] H. Estermann, en Math. Gazelte (1975), p. 110.

Los dibujos de Helguera forman parte de la exposicién de la Sala de
Matemadticas del Museo de las Ciencias Universum de la uNam. EI
autor del libro tuvo el gusto de trabajar en la direccién del diseiio de
la sala.

La espiral pitagérica y la construccién de los arboles de Pitagoras
pueden verse en los siguientes libros:

(18] * H. Lauringer. Fractals. Princeton (1991).
[19] * H.~O. Peitgen, H. Jiirgens y D. Saupe. Fractals for the class-
room. Springer Verlag (1991).

El método de Newton se trata a fondo en [19]. La exposicién acerca
de las ternas de Pitdgoras es elemental. Puede verse en [6] o en [8].

Capituro II1

Sobre el papiro de Rhind puede consultarse el articulo de J. Newman
(1972) en [7]. Consideraciones sobre los métodos algebraicos usa . -
por algunos pueblos de la Antigiiedad aparecen en [6] y [8] y la deri-
vacién de la solucién de la ecuacién eiibica en muchos libros. Seguimos
aproximadamente la hecha en:

[20] J. L. Sdenz. “Identidades para la resolucién de ecuaciones
clbicas y cuarticas”. Misceldinea Matemdtica, niim. 24 (1996).

La colorida historia del descubrimiento de la solucién de la ecuacién
ciibica se narra en el articulo de Ore en [7]. La exposicién elemental
de las propiedades de las curvas resultantes de ecuaciones ciibicas en:

[21] S. Lang. El placer estético de las matematicas. Alianza Uni-
versidad, nam. 737 (1984).

El resto del material del capitulo es estandar, salvo la demostracién
del tltimo ejercicio, que es una aplicacién de la prueba de Estermann
de la irracionalidad de /2.
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CapiTuLo IV

Un analisis de las ecuaciones diofantinas puede leerse en el artfcufo
de Gardner en [7] o, por supuesto, en un libro acerca de la teoria de
mimeros. Uno relativamente elemental es:

[22] * G. Andrews. Number Theory. W. Sanders (1971).

El relato y los detalles matematicos de la demostracién de Wiles al
dltimo teorema de Fermat provienen de las siguientes fuentes:

(23] ** G. Faltings. “The proof of Fermat’s Last Theorem by R.
Taylor and A. Wiles”. Notices of the American Math. Soc.,
vol. 42, nim. 7 (1995).

[24] A. Granville. “Review of the BBC’s program, ‘Fermat’s 'Last
Theorem™ . Notices of the American Math. Soc., vol. 44, niim. 1

(1997).

El debate acerca de los niimeros primos es esencialmente elemental
(por supuesto, con la excepcion del teorema de los l}ﬁmeros primos).
Puede consultarse cualquier libro de teoria de los numeros.

Resulta interesante ver que la prueba de Euclides de la existencia
de niimeros primos infinitos es siempre usada como una muestra de
la belleza de las matematicas, por los matematicos (véase por ejem-
plo [7]) y los legos en la materia. Arthur Koestler en su autobiografia,
La escritura invisible, Alianza Editorial, nim. 545 (1974) nos cuenta
de su primer dia en ura prisién en Malaga:

Desde que en la escuela conoci la demostracion de Euclides, ,éfi;t.a
siempre me lleno de profunda satisfaccion, mas de orden estético
que intelectual. Pues bien, mientras trataba de recordar la dem_os-
tracion y garabateaba los simbolos en la pared, me senti m}'adldo
por el mismo hechizo [...] Debo de haber perllla:neCIdo ahl algu-
nos minutos, como transportado en un rapto y teniendo conciencia,
aunque sin expresarlo con palabras, de que “esto es perfecto”.

Los datos sobre los mimeros primos de la forma 2™ — 1 provienen
de articulos en [7] y [2]. Demostraciones del teorema de los niimeros
primos se hallan en el articulo de D. Hawkins [?] y [22]

Problemas cuya solucién incluye ecuaciones diofantinas en:

[25] A. Dunn. Mathematical Bafflers. Dover (1980).
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La mayoria de los problemas en este librito son sencillos, pero de
agradable presentacién.

CapiTuLOo V

Los datos histéricos sobre la criptografia y el cifrado por medio de
trasposiciones provienen del articulo correspondiente en la Macro-
paedia de [13]. La codificacién con matrices es bien conocida. Un
tratamiento elemental en:

[26] * S. Grossman. Aplicaciones del dlgebra lineal. Grupo Ed. Ibe-
roamericano (1988).

Problemas similares al discutido en “Echando volados por teléfono”
en [5]. El estudio de la aritmética médulo n aparece en casi todas

partes, y la historia del mensaje que Edgar Allan Poe no pudo desci-
frar en:

[27] M. Gardner. Penrose tiles to trapdoor ciphers. Freeman & Co.
(1989).

CariTuLo VI

Varios articulos escritos por matematicos y en los que se analiza el
embaldosado de la Alhambra pueden encontrarse en:

[28] “La Alhambra”. Revista Epsilon. Granada (1987).
En particular se recomienda el articulo de J. M. Montesinos que abre
la revista. Muchas de las ilustraciones fueron tomadas de él. Una
presentacion formal de los grupos cristalograficos y de los teoremas

de clasificacién que mencionamos en el texto puede leerse en:

[29] ** B. Griinbaum y G. Shepard. Tilings. An introduction. Free-
man (1989).

Un libro cldsico sobre las simetrias es:
[30] H. Weyl. Simmetry. Princeton (1972).

Los lectores mas avanzados que quieran leer sobre la teoria de grupos
pueden consultar muchos libros. Dos clasicos son:
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[31] * N. Jacobson. Lectures in Abstract Algebra. Princeton (1974).
[32] * S. Lang. Algebra. Aguilar (1973).

La teoria de Galois amerita consultar el bello libro:
[33] * L. Stewart. Galois Theory. Chapman and Hall (1973).

El grupo de simetrias del icosaedro en [8]. El descubrimiento y pro-
piedades de los fulerenos en:

[34] ** B. Kostant. “The graph of the truncated i_cosahedr:nsand
the last letter of Galois”. Notices of the American Math. Soc.,

vol. 42, niim. 9 (1995). ,

Sobre las grecas puede verse en nivel elemental (3], mas avanzado [29].

Capituro VII

Muchos ejemplos de modelos mateméticos empleados en el deporte
en:

[35] * L. E. Sadovskii y A. L. Sadovskii. “Mathematics and Sport”.
American Math. Soc. (1993).

El modelo del juego de baloncesto es una modificacién del presentado
en [35]. La teoria de matrices que se requiere (cadenas de Markov)
puede verse en forma mas general en:

[36) * J. A. de la Pefia. Algebra lineal avanzada. Fondo de Cultura
Econémica (1996).

que es un libro de texto para los estudiantes de una carrera cientifica

(no necesariamente matematicas). )
Los datos de los equipos de baloncesto de la NBA que aplicamos en

nuestro modelo fueron obtenidos en:

37] Diario Reforma. 21 de mayo de 1997. B
%38{ MVP. Pro basketball 96-97. Revista. Junio (1997).

Problemas de aplicaciones de cadenas de Markov similares a los tra-
tados en las ttimas secciones del capitulo en [36].
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CapiTuLo VIII -

El debate acerca de si las mdquinas pueden pensar es ponderado en
varios libros. Mencionamos aqui los siguientes:

[39] D. Hofstadter. Godel, Escher y Bach. Tusquets (1995).

[40] A. Ross. Controversia sobre mentes y mdquinas. Tusquets
(1964).

El primero es ya un clasico (fue publicado en inglés en 1975). Por
supuesto no considera tinicamente el problema mente-maquina, pero
lo trata con alguna extensién. El segundo constituye una recopilacién
de articulos sobre el tema. Inicia con el importante articulo de Turing
que aparece en el texto.

[41] A. Turing. “Computing machines and intelligence”. Mind,
vol. LIX (1950).

El anilisis de la muy recomendable pelicula Blade Runner en:
[42] Blade Runner. Tusquets (1988).
La teoria de las maquinas de estados finitos en:

[43] * 3. Conway. Regular Algebra and Finite Machines. Chapman
and Hall (1971).

[44] * S. Eilenberg. Automata, Languages and Machines. Vol. A.
Academic Press (1974).

En estos libros viene la prueba completa del teorema de Kleene. Las
maquinas de Turing son tratadas en [39], [44] y, dentro del contexto
de su comparacién con la mente humana en:

[45] R. Penrose. The Emperor’s New Mind. Oxford (1989).

Es éste un libro muy interesante al que se le ha criticado su caricter
especulativo. En él se da el nimero correspondiente a una maquina
universal de Turing. Una prueba mds abstracta de la existencia de la
maquina universal en [43]. La forma de tratar las maquinas de Turing
por medio de graficas es similar al tratamiento que se hace en [44]. La
construccion, en forma detallada, de las maquinas maz y fib aparece
por primera vez en este libro.
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Algunas ideas de Dyson pueden leerse en su muy disfrutable auto-
biografia:

[46] F. Dyson. Trastornando el Universo. Fondo de Cultura Eco-
noémica.

La partida Deep Blue-Kasparov y los comentarios técnicos se obtu-
vieron de:

[47] M. Sisniega. “El ogro azul”. El Universal del 17 de mayo de
1997.

CaritTuLo IX

Los datos histéricos de los algebristas presentados provienen de las
fuentes ya mencionadas. La demostracién del pequeiio teorema de
Fermat esencialmente en [22], al igual que el analisis de la funcidn ¢
de Euler. La prueba del teorema de Gauss en:

[48] * H. Dérrie. 100 Great Problems of Elementary Mathematics.
Dover (1965).

En este libro puede encontrarse también una prueba analitica sen-
cilla del teorema fundamental del dlgebra. Probablemente la mejor
conocida usa el pequeiio teorema de Picard de la variable compleja.

Una biografia extensa y emotiva de la vida de Galois es El elegido
de los dioses de L. Infeld, fisico y antiguo colaborador de Einstein. La
aplicacién de la teoria de Galois a la irresolubilidad por radicales de
la ecuacién de quinto grado puede verse con detalle en [33]. La demos-
tracién de la imposibilidad de los tres problemas griegos (duplicacién
del cubo, triseccién del dngulo y cuadratura del circulo) usando la
teoria de Galois en [33] y [48]. En [33] también se da una prueba del
teorema fundamental del algebra como una aplicacién sencilla de la
-teoria de Galois.

Mis detalles de la vida de Sylvester y Cayley en [11] y [14]. También
es interesante la vida de Hamilton. Algunos datos sobre la teoria
de invariantes aparecen en [31] y [32]. La historia de la nocién de
determinante y sus aplicaciones en [14]. La prueba mas sencilla del
teorema de Cayley—Hamilton requiere el uso de las formas canodnicas
de Jordan (como se efectiia en [36]). Otra prueba puede verse en [14].

Los comentarios de Courant sobre Hilbert provienen de:
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[49] R. Courant. “Reminiscences from Hilbert’s Géttingen”. Math-
ematical Inteligencer, vol. 12 (1990).

Un recuento mas o menos detallado de los 23 problemas de Hilbert y
la solucién (de los que han sido resueltos) en [11]. Una demostracién
algebraica del teorema de los ceros en [32].

La mas bella experiencia es lo misterioso.
Es la verdadera fuente de todo arte y ciencia.

ALBERT EINSTEIN
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iSUENAN LOS ANDROIDES CON OVEJAS ELECTRICAS?
Los lenguajes de las miquinas

Las maquinas de Turing .

i Puede pensar una maquina? .

Deep Blue vs. Kasparov. Defensa Karo Kann
Una maquina para contar conejos .

ALGUNOS ALGEBRISTAS Y SUS TEOREMAS
El abogado y los nimeros

El ciego que vio més lejos

El principe de los matematicos

El elegido de los dioses

Dos amigos ingleses .

El espiritu del siglo XX
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