Magyarkuti Gyula Mertekelmelet.TgX; 2004. szeptember 19-én

Mértékelmélet vazlat

1.0. Jeltlések, elnevezések, megallapodasok . . . . . . . . . . ..., 1
1.1. Félgytrd, gytrt, c-algebra és monoton osztaly . . . .. ... .. ... .. ..... 2
1.2. Meértéktér és legegyszertbb tulajdonsagai . . . . .. .. ... ... ... ...... 4
1.3. Mérhet6 fliggvények . . . . . .. L 6
1.4. Nem negativ lépcsés fiiggvény integralja . . . . . . . . ... ... 9

1

1.5. Nem negativ mérhetd fliggvények integralja . . . . . . . .. .. ... ... .. ... 1
1.6. Mérhetd fiiggvény integrdlja . . . . . . . . .. oL oo L 13
1.7. A Fubini-tétel . . . . . . . .. 16
1.8. A Caratheodory-féle kiterjesztési eljaras . . . . . . . .. .. ... .. 19
1.9. Lebesgue-mérték . . . . . . ... e 23
1.10. A Lebesgue-mérték regularitdsanak kovetkezményei . . . . . . . . .. .. ... .. 26
1.11. Az L, Lebesgue-terek . . . . . . . . ... ... L 27
1.12. Kis funkcional analizis a Radon-Nikodym tételhez . . . . . . .. .. ... ... ... 30
1.13. Lebesgue felbontasi tétele és a Radon-Nikodym-tétel . . . . . . ... ... ... .. 32
1.14. Jordan és Hahn felbontési tételei . . . . . . . .. .. ... o o 35
Tdrgymutato

abszolut folytonos mérték, 13 Fubini-tétel, 16, 25, 26 meérhetd fiiggvény, 7

algebra, 3 mérték, 4

Holder-egyenlétlenség, 27

Minkowski-egyenl&tlenség, 27

_ i-té Hilbert-tér, 30
Beppo-Levi-tétel, 11, 17, 33, 35 s monoton osataly, 3

Borel-halmaz, 6 Jensen-egyenl&tlenség, 27

ACI6 von Neumann, 33
Burokoperaci6, 2 Jordan—mérték, 6 . 7
Newton-Leibnitz-tétel, 26

Caratheodory-kiterjesztés, 22 kiilsé mérték, 19

Caratheodory-mérhetGség, 20 Radon-Nikodym-tétel, 33
Lebesgue felbontasi tétele, 33 Riesz felbontasi tétele, 31

Dynkin-tétel, 3 Lebesgue-mérhets halmaz, 25 Riesz reprezentécios tétele, 32

Dynkin-tétel, 17 Lebesgue-mérték, 25 Riesz-Fischer-tétel, 28, 34

Lebesgue-tétel, 14, 15, 17

elgjeles mérték, 4, 6, 13, 32
! e Ly (X, M, p) terek, 28

szingularis mérték, 33

felgytrt, 2 lp terek, 29 Vitali-Caratheodory-tétel, 26






1.0.

1.0.1

1.0.2

1.0.3

1.04

1.0.5

1.0.6

Mértékelmélet vazlat

Jelolések, elnevezések, megéallapodasok

A nem negativ valds szimokat R, —al jeldljiik. A felséhatdir—axiomdt R-ban fogjuk hasznalni, tehat
minden nem iires halmaznak van szuprémuma legfeljebb +oo. Kiterjesztjiik a szorzas miiveletet
R-ra: 0- (+00) =0 és a > 0 mellett « - (+00) = +00, stb. Vigyazzunk: a bevezett mtiveletekkel R
nem test!

Az X halmaz hatvinyhalmazdt P (X)—el fogjuk jelolni. Egy f : X — R fiiggvény esetén X (f > «a)
jeloli az {x € X : f (x) > a} dsképet és R (f) az f fliggvény értékkészletét.

Egy topoldgikus teret (X, 7)—val fogunk jelolni, és 7 C P (X) halmazrendszer elemeit nydt hal-
mazoknak mondjuk. Metrikus térben B° (u,r) jelloli az u kozéppontu r sugart nyilt gombét és
B (u,r) az ugyanilyen zdrt gombét.

Emlékezziink arra, hogy egy R feletti vektorteret skaldrisszorzatos térnek, vagy Fuklideszi—térnek
neveziink, ha létezik egy
(,): X xX—>R

fliggvény, amelyre:
(7) {(x,x) > 0 minden = € X és (z,x) = 0 pontosan akkor, ha = = 0; (i) (z,y) = (y,x) minden
x,y € X; (iti) rogzitett = mellett az (x,-) : X — R fliggvények linearis funkcionélok.

Egy R feletti vektorteret normadlt térnek neveziink, ha a vektortéren értelmezve van egy

- - X — Ry
fiiggvény, amelyre: (1) ||z|| = 0 pontosan akkor, ha z = 0; (2) minden a € R skalar és minden
x € X vektor esetén ||azx| = || ||z|); (3) fennall az ugynevezett haromszog egyenlétlenség, azaz

tetsz6leges x,y € X mellett ||z + y|| < ||z| + ||yl -

Egy (X, (-,-)) skalarisszorzatos térben az = vektor hossza, vagy normaja:

2]l = v/ (z, z)
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2 Meértékelmélet vazlat

A haromszog egyenlGtlenségtdl eltekintve a norma axiomék nyilvinvaldo modon teljesiilnek. De
minden z,y € X mellett

(@, y)| < [l - [lyll

(Schwartz—egyenldtlenség), ezért a fent definialt fiiggvény valoban normat definidl X—en. Ugyanis:
0< (x—ry,x—ry) = ||lz||> + r?|ly|* — 2r (x,y) fennall minden r € R esetén. Ezt mint r kvad-
ratikus fiiggvényét tekintve, ha y # 0 akkor 4 (z,y)> — 4|jy||* ||z||> < 0, ami épp a Schwartz—
egyenlétlenség. Innen mér a haromszdg egyenlStlenség ||z +y|° = |z + |lyl> + 2 (z,y) <
l2l* + llyl* + 2 [l iyl = (]l + ly])* modon kévetkezik.

Buroktéren egy (X, H) part értiink, ahol X egy rogzitett halmaz, H C P (X) pedig olyan halmaz-
rendszer, amely elemként tartalmazza az X halmazt, tovabba akidrhédny H-beli halmaz kézosrésze
is H-beli. Tetsz6leges A C X mellett

Ad(A)=nN{HeH:AC H}

a buroktér burokoperdcidja, vagy lezdrdsi operdcidja. Vilagos, hogy e burokoperacié rendelkezik az
alabbi tulajdonsagokkal:

(1) ACcl(A); (i) AC B=cl(A) Ccl(B); (1) cl(cl(A)) =cl(A4).

Eddigi életiinkben sok—sok példat lattunk mar burokoperéciéra. Pl: lineéris altér, konvexitas, af-
finitas, topologiai lezaras.

Félgytrtd, gytrd, o—algebra és monoton osztaly

Definicié. (félgyiiri)
Egy X -beli P halmazrendszert félgyiiriinek neveziink, ha zdrt a metszetre és barmely két elem
kilonbsége elddll véges sok diszjunkt P-beli elem egyesitéseként.

Tlyen példaul R—en az Gsszes intervallumok halmaza, vagy az 6sszes balrél zart jobbrél nyilt inter-
vallumok halmaza. S6t amint a kovetkez§ allitds mutatja ez R™ben is igaz:

Allitas. (felgytirtik szorzata félgyiiri)
Legyen (X,P) és (Y, Q) egy—egy félgyiri. Ekkor az (X x Y, P x Q) is félgydiri.

Definicié. (gy(rl, o—gyiird)
Egy M C P (X) halmazrendszert gytrtnek neveziink, ha zdrt az U és ~ mdveletekre. Ha zdrt a
megszdmldlhato egyesitésre is, akkor o—gytrtinek nevezziik.

Allitas. (diszjunktizacié gytiriiben)

Legyen adott az M gyidriben egy {A,, € M : n € N} halmazrendszer.

Ekkor léteznek B, C A,, B, € M halmazok, amelyek diszjunktak, UfyzlAn = Uﬁ[:an minden
N € N mellett, igy persze U5 Ay = U2 B,,.

Bizonyitas.

By = A;By = Ay~ By;...; B, = An\UZ;llBk. Mivel M gytrd, ezért B,, € M, melyekre B, C A,
minden n € N mellett. Most N szerinti indukciéval megmutatjuk, hogy UN_; A, = UN_| B, is
fennall VN € N esetén. N = 1 mellett trivialis. Ha N-re igaz, akkor N + 1-re:

UNH A, = U B, U AN = UN_ By U (Ans1 NUN_ B,) = U B, U Byy1 = UN ! B,

Ezt kellett belatni. 0
Erdemes atgondolni, hogy tudunk—e hasonl¢é allitast igazolni abban az esetben, ha M nem gytrd
csak felgytri?! (Igen!)
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1.1 Félgytrtd, gytrt, oc—algebra és monoton osztaly. 3

Definicié. (algebra)

Egy M C P (X) halmazrendszert algebranak nevezink, ha
X eM,;

AeM= A eM;

A, eMn=1,., N=UN_ A, €6 M.

Vilagos, hogy egy algebra zart a kiilonbség és metszet miveletre is, hiszen A~ B = AN B¢ és
ANB=(A°UB°)“.

M C P (X) pontosan akkor algebra, ha gytird és X € M.

Definicié. (generalt gyiird)
Gyidrinek lenni burok fogalom. Jeldlje r (P) a P halmazrendszert tartalmazd legsziikebb gytirtit.

Allitas.
Legyen P egy X —beli halmazokbdl dllo félgyiird. Ekkor

r(P)={Ul14n: A4, €P, AinA; =3, NeN},
azaz a generdlt gyird a P b6l vett diszjunkt véges unick halmaza.

Bizonyitas.
A kovetkezs sorrendben érdemes haladnunk: r (P) zart a: - diszjunkt egyesitésre; - metszetre (P
felgytirt); - kiilonbségre (P félgytirt); - egyesitésre.

A fentiek ellendrzésével latjuk, hogy r (P) egy Pt tartalmazo gytird. Amennyiben adott egy
masik Pt tartalmazé gytrd, akkor annak r (P)—t is tartalmaznia kell, hiszen egy gytri zart az
egyesitésre. d

Definici6. (o—algebra)

Egy M C P(X) halmazrendszert o—algebranak neveziink, ha
X eM,;

AeM= A eM;

A, eMneN= U2 A, € M.

Az (X, M) pdros neve: mérhetd tér.

Az M pontosan akkor o-algebra, ha o-gytrtd és X € M.

Definici6. (monoton osztaly)
Az M C P (X) halmazrendszert monoton osztalynak mondjuk, ha ... C A, C Apy1 C ...y Ay €M
esetén UA, € M és ... D A, D Apy1 D ..., Ay € M esetén NA,, € M.

Definici6. (generalt o—algebra és monoton osztély)

Konnyen lathato, hogy o—algebrdik vagy monoton osztdlyok metszete is o—algebra illetve monoton
osztdly, igy a o—algebrdnak lenni, vagy monoton osztilynak lenni is egy-eqy burok fogalom. Je-
lolje o (A) az A halmazrendszert tartalmazo legsziikebb o—algebrat és m (M) az M—et tartalmazo
legsziikebb monoton osztalyt.

Az is vilagos, hogy egy halmazrendszer pontosan akkor o—gytird, ha gytrtd és monoton osztaly.
Ehhez csak U2 | A, = US2, (UM A;) észrevétel kell.

n=1

Az el6z6 gondolat fényében kiilonosen érdekes a kovetkezd allitas, mely szerint egy gytrid mo-
noton osztaly burka gytirt marad. (Hasonl6an példaul ahhoz, hogy konvex halmaz lezéartja konvex
marad.)

Allitas. (gy(iri monoton osztaly burka gyiirii. (Dynkin—, vagy m—\-tétel))
Legyen A C P (X) egy gytrd. Ekkor m (A) gyird, ezért o—gyird is. Ha A algebra, akkor m (A)
o—algebra, igy o (A) =m(A).
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Bizonyitas.
Definici6 szerint azt mutatjuk meg, hogy barmely két m (A)-beli halmaz kiilonbsége és egyesitése
is m (A)-beli. Ehhez tetsz6legesen rogzitett B C X mellett tekintsiik az

A ={CCX:B~C,C~B,CUB€Em(A)}

halmazrendszert. Azt kell megmutatnunk, hogy akarhogy rogzitiink C' € m (A) halmazt m (A) C
Ac fenndll. Ehhez elGszor is vegyiik észre, hogy

(1) C € Ap pontosan akkor, ha B € A¢, minden B,C C X mellett;

(2) Ap monoton osztaly minden B C X mellett;

(3) A C Ap minden B € A mellett.

Az (1) tulajdonsag nyilvanvaloé szimmetria kovetkezménye; a (2) tulajdonsdg m (A) monoton
osztély tulajdonsédga miatt all fenn; (3) tulajdonsag pedig azért igaz, mert A egy gytrd.

A (3) és (2) miatt m (A) C Ap minden B € A mellett, azaz VC' € m (A) és VB € A esetén
C € Ap, azaz (1) miatt B € Ac, azaz YC € m(A) esetén A C Ac. Ujra alkalmazva (2)-t
kapjuk, hogy m (A) C A¢ fennall VC' € m (A) mellett, és épp ezt kellett belatnunk m (A) gytri
tulajdonsagahoz. d

Allitas.
Legyen M egy félgyirid az X és N eqy félgyird az Y halmazok felett. Ekkor az X X Y szorzathal-
mazon

oM xN) = o (r (M x N)) = m (r (M x N)).

A o (M x N) halmazrendszert szorzat—o—algebranak nevezzik.

Meértéktér és legegyszertibb tulajdonsagai

Definicié. (mértéktér) B
Az (X, M, p) hdrmast mértéktérnek nevezziik, ha (X, M) mérhetd tér, u : M — Ry a konstans
+o00-tdl kiilénbézd nem negativ halmazfiigguény, amely o—additiv, azaz

p(A) =3 n(An),

ahol A a diszjunkt megszamldlhatéan sok A, € M halmazok egyesitése.

Idénként sziikség van a mértéknek a fentinél &ltalanosabb értélmezéseire is, de azokat mindig kii-
16n hangsilyozzuk. Példaul sziikség lehet arra, hogy a halmazfiiggvény értelmezési tartomanya ne
legyen o—algebra, hanem példaul csak gytirt, vagy felgytrd. Altalaban, egy tetszéleges I halmaz-
rendszer esetén a p : H — R halmazfiggvényt o—additivnak nevezziik, ha minden olyan A € H
és minden olyan A, € J{ halmazokra melyekre az A = UZ2, A,, diszjunkt egyesités fenndll az is

teljesiil, hogy p(A) = Y07 pn(Ay).

Arra is sziikség lehet, hogy a p értékkészlete a kiterjesztett nem negativ valos szamok helyett egy
mas halmaz lehessen. Példaul eldjeles mértéknek neveziink egy olyan u : M — R halmazfiiggvényt,
amely a +00 és a —oo koziil képként csak az egyiket &llitja el§; nem konstans +oo vagy —oo; vala-
mint tetszéleges A = U2, A,, diszjunkt egyesités a pu(A) = Y07, 11 (A,) egyenlSséget implikélja.
(Vilagos, hogy ez csak tigy lehet, ha a Y, 1 (A,) sor minden atrendezése is konvergens, ami a
oo 1 (A,,) sor abszolut konvergenciajanak megkovetelésével ekvivalens). Hasonléan p: M — C
komplex mérték,ha az iménti implikacio teljesil.

Latnunk kell, hogy a komplex mérték nem altalanosabb sem az elGjeles mértéknél, sem a mér-
téknél, hiszen ez utobbi esetekben a 400 vagy a —oo is el6fordulhat mint egy halmaz mértéke,
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1.2 Mértéktér és legegyszeribb tulajdonséigai. 5

komplex mérték esetén pedig ez definicio szerint ki van zarva. Ha arra kiilén utalast nem te-
sziink akkor mértéken a fenti definicié szerint egy o—algebran értelmezett nem negativ o—additiv
halmazfiiggvényt fogunk érteni, amelynek értékkészletében a +oo is szerepelhet.

Megjegyzés. (mérték végesen additiv; monoton; szubtraktiv)
Az (X, M, ) mértéktérben:
- (2) =0;
cp (U A) = D00 w(Ay), ahol A a diszjunkt véges sok A; € M halmaz egyesitése;
(B);
— 1 (B) ha B C A és u(B) véges.

+ACB=p(A) <p
p(ANB) =p(4)

Bizonyitas.

Az iireshalmaz el6éall megszamlalhatoan sok diszjunkt iireshalmaz egyesitéseként, azaz p (@) =
>0, (@) . Ebbél az kivetkezik, hogy p1 (@) = 0, vagy p (&) = +00. Ez utébbi esetben tetszéleges
A mérhet6 halmazra A = AUZ .. .UD ... megszamlalhatéan sok diszjunkt halmazbdl 4ll6 egyesités,
ezért a o-additivitas miatt p (A) = +oo lenne.

Ha A = U}, A; véges sok diszjunkt halmaz egyesitése, akkor az is igaz, hogy A = U} A, U@ ... U
& ... megszamlalhatan végetelen sok diszjunkt halmaz egyesitése. Alkalmazva, hogy u(9) = 0
kapjuk a g (U%; A;) = S0, p(A;) egyenlGséget.

Tegyiik fel, hogy A C B. Nyilvan B = AU (B \ A) diszjunkt egyesités, igy a végesen additivitast
kihasznalva p (B) = pu(A)+p (B \ A) . No de 1 nem negativ értékeket vesz csak fel, tehat u (A4) <
1 (B).

Veégiil tegyiik fel, hogy B C A és u (B) véges. Ekkor 1 (A) = p (B)+p (AN B),ezért ha u (B) < oo,
akkor p (A) — p (B) kifejezés értelmes és egyenld p (A~ B)—vel. O

Allitas. (mérték o—szubadditiv)
Az (X, M, u) mértéktér tetszoleges {A, € M : n € N} halmazrendszerére

n lA Z:u

Bizonyitas.
Legyen B,, a diszjunktizalt halmazsorozat. Ekkor

p(UpZidn) = p (U2 Ba) = 3 p(Ba) <D n(An)

n=1

hiszen B,, C A,, és a mérték monoton halmazfiiggvény. ad

Allitas. (mérték monoton folytonossaga)
Legyen A; C As C ... C A, C ... monoton névd sorozata az A, € M halmazoknak, az (X, M, )
mértéktéren. Ekkor

p (Ut An) = lim g (An).
Legyen A1 2 A3 DO ... D A, D ... monoton fogyd sorozata az A, € M halmazoknak, az (X, M, )
mértéktéren, és tegyiik fel, hogy 1 (A1) véges. Ekkor

p(niAn) = lim g (An).

Bizonyitas.
Legyen B,, a diszjunktizalt halmazsorozat. Ekkor

p(UpliAn) = ne1Bn) :Z nhjgloZﬂ(Bk)
n=1 k=1
= lim p (U=, Be) = IHI;O#(UZ:1A16)~

n—oo
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No de az (A,),y halmazsorozat monoton néve, ezért Up_; Ay = A,. Azt kaptuk tehdt, hogy
limp oo gt (An) = p (UnZi4n) -

Most tegyiik fel, hogy A, halmazsorozat monoton fogyé és minden tagja véges mértékid. Jelolje
Y = A; és az A, halmazoknak tekintsiik az Y-ra vonatkoz6é AS = Y ~\ A, komplementerét.
Jelolje B,, = A¢. Vilagos, hogy B, € M és B, C Bpt1 Vn € N mellett. Az is nyilvanvalo.
hogy UB,, = UAS = (NA,)°, ezért p(B,) — n((NAL)°). Node p(A,) < oo miatt pu(B,) =
p (YN A =p(Y)—p(An) és p((NAL)°) = u(Y) — pu(NA,) . Ujra kihasznalva p (V) végességét,
kapjuk, hogy yu(An) — p(N4y). O

Allitas. (elemi kiterjesztési tétel)
Legyen v a P félgyirin értelmezett mérték. Ekkor p egyértelmien terjeszthetd ki a generdlt r (P)
gytirire gy, hogy a kiterjesztett [ halmazfiigguény is mérték.

Bizonyitas.
Elgszor megmutatjuk azt, hogy amennyiben A,,, B,, € P melyekre US2 | A,, = UX°_; B, diszjunkt
egyesitések, akkor Y07 1 (Ay) = >0 ji(Bpm) .
Ugyanis, minden rogzitett n mellett 4,, = USS_; (A, N B,,) diszjunkt egyesités, ezért u(4,) =
S 1 (Ap N By,), ahonnan Y7 pw(A,) =307 > 11(An N Byy) . Teljesen hasonléan kap-
juk,hogy Y00 (Bm) = Yoo 1 Yomey b (B M Ay, ezért Y07 w(An) =Yooy pu(B) valoban
teljestil.

Tekintsiik most a generalt r (P) gytirt egy tetszdleges elemét, azaz legyen E = UN_, A,, diszjunkt
egyesités, ahol A,, € P. Ahhoz, hogy az r (P)-re kiterjesztett halmazfiiggvényt

(B) = Up_yn (An)

modon definidlhassuk elGszor is azt kell meggondolnunk, hogy amennyiben F el6all mas médon
E = UM_,| B,, alakban, akkor ij:l w(4,) = 2%21 i (Bm) . No de az eléz6ek szerint ez nyil-
vanvald, hiszen valasszuk meg az N illetve M indexeknél nagyobb indext halmazokat az iires
halmaznak és egyszertien alkalmazhatjuk az imént mar meggondolt Y, p(Ay) = > 001 11 (Bm)
egyenlSséget. A i : 7 (P) — R nem negativ halmazfiiggvény tehat a fent kiemelt médon jol van
definialva. Nyilvanvalo, hogy i kiterjesztése p—nek, s6t ji az egyetlen végesen additiv kiterjesztés.

Most azt lassuk be, hogy fi egy o—additiv halmazfiiggvény, tehat amennyiben egy A € r (P) hal-
maz el6all A = U2, A, diszjunkt egyesités alakban, ahol A,, € r (P) akkor 1 (A) =307 | i (Ay).
Legyenek tehat az A, halmazok A, = U;",C? diszjunkt egyesités alakiiak, ahol minden CJ* € P,
valamint A = UY_| By, szintén diszjunkt halmazok egyesitése, ahol By, € P. Ekkor UY_ B) =
Upe, Ui, CF egyenlGségben mind a bal mind a jobb oldalon egyméstol diszjunkt P-beli halmazok
legfeljebb megszamlalhato egyesitése lathaté. Ujra alkalmazva a bizonyitas elsé gondolatat azt
kapjuk, hogy

N oo T 00
A =B =YY uC=> j(A).
k=1 n=1 =1 n=1
Ezt kellett belatni. O

A fenti bizonyitas csekély modositasaval az is lathat6, hogy amennyiben u egy a P félgytirtin
értelmezett végesen additiv nem negativ halmazfiiggvény (Jordan-mérték), akkor a fenti modon
u egyértelmien kiterjeszthets az r (P) generélt gytrtre a végesen additivitds megtartasaval.

Erdemes atgondolni, hogy a szakaszban igazolt allitasok mennyiben vihetsk &t elGjeles vagy
komplex mértékek esetére.

Mérhet6 fliggvények

Definicié. (Borel-halmaz)
Ha (X, 7) topoldgikus tér, akkor a nyilt halmazok generdlta legszikebb o-algebrdt Borel-halmazoknak
nevezzik.
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Definici6. (Borel-mérhet6 fliggvény)
Legyen (X, M) egy mérhetd tér, (Y, T) egy topoldgikus tér és f : X — 'Y egy fiigguény. Azt mondjuk,
hogy f Borel-mérhets, ha minden V CY nyilt halmaz esetén f=1 (V) € M.

Definici6. (karakterisztikus fliggvény)
Az E C X halmaz mellett, legyen

. |1 ,haxeFE;
XE= 0 yhax ¢ E

az E halmaz karakterisztikus fiiggvénye.

Az (X, M) mérhets tér egy E C X. A yp karakterisztikus fiiggvény pontosan akkor mérhets ha
EeM.

Megjegyzés.
Topoldgikus terek kozti folytonos fiigguény Borel-mérhetd, abban az értelemben, hogy a fenti M
o-algebrat vdlasszuk az értelmezési tartomdny Borel-halmazainak.

Definici6. (mérhetd fiiggvény)
Legyen (X, M) és (Y,N) két mérhetd tér. Az f : X — Y figguényt mérhetének mondjuk, ha
Y (N) € M minden N € N esetén.

Megjegyzés.
Mérhetd fiigguények kompozicidja is mérhetd.

Allitas. (fiiggvény altal generalt o-algebra)
Legyen (X, M) egy mérhetd tér Y egy halmaz, f : X — 'Y egy figguény. Ekkor az aldbbi halmaz-
rendszer o-algebra Y -on:

{ECY:f ' (E)eM}.

S6t a fenti halmazrendszer a legszikebb Y -beli halmazrendszer, amelyre nézve f mérhetd.

Allitas.

Legyen (X, M) egy mérhetd tér, f : X — R egy Borel-mérhetd figgvény. Ekkor minden B C R
Borel-halmaz esetén f~'(B) € M, tehdt az (X, M) — R Borel-mérhetdség fogalma egybeesik az
(X, M) — (R,0 (7)) mérhetdség fogalmdval.

Allitas.
Legyen u,v : X — R Borel-mérhetd figgvények, az (X, M) mérhetd téren. Ekkor az

f (@) = (u(z),v(2))

mint X — R? fiigguény is Borel-mérhetd.
Az u+v,uv és az 3 figguény is Borel-mérhetd.

Bizonyitas.

El6szér is jegyezziik meg, hogy minden V' C R? nyilt halmaz el6all mint megszamlalhatéan sok

I'x J alaku nyilt tégla egyesitése, ahol I és J nyilt, R-beli intervallumok. (Vegyiik az 6sszes mindkét

koordinatajaban racionalis pontjait V-nek, és ezeknek minden racionalis sugartu kornyezeteit.)
Tehat ha I x J egy fenti tipusu tégla, akkor

fFfUx ) ={zeX:u@) el é v ecJl=uI)nv ().

Az u és a v fiiggvények Borel-mérhetdsége miatt f~! (I x J) € M. Ha a V nyilt halmaz V =
°  (In x Jy) alaki, akkor f=1 (V) = U, f~1 (I, x J,,) € M, hiszen M zért a megszédmlalhato
egyesitésre.
Az Osszeadésra, szorzéasra és hanyadosra vonatkozd allitas kovetkezik a megfelel§ miiveletek
folytonossagabal. O
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Allitas.
Legyen (X, M) egy mérhetd tér, f : X — R egy fiigguény. Az f pontosan akkor mérhetd, ha minden
a € R esetén az X (f > o) nivéhalmazok mérhetdk.

Allitas.
Mérhetd téren értelmezett valos értékid fiiggvények supremuma, infimuma, limsupja, liminfje, ha-
tarértéke is mérhetd.

Definicié. (lépcsés vagy egyszer(i fliggvény)
lépcsts fiiggvénynek, vagy egyszerii fliggvénynek neveziink, eqy s : X — R wvéges értékkészleti
mérhetd fiigguényt.

Legyen s egyszeri fliggvény melynek értékkészlete R (f) = {a1,...,a,}. Ha bevezetjik minden
o € R(f) mellett az E; = X (f = o) jelolést, akkor az egyszerti fiiggvény s = Y. | aixp,
alakban all el, ahol az Fj, ..., F, egymastol paronként diszjunkt mérheté halmazok.

Fontos latni, hogy ugyanez az egyszer( fiiggvény még nagyon sokféle képpen elGallithaté a fenti
S Bix r, alakban ha nem kotjiik meg azt, hogy a (3; valos szdmok egymastol kiilonbozzenek,
vagy nem irjuk el§ az F; halamazok diszjunktsagat!

Allitas. (mérhets fiiggvények approximaciés tétele)

Legyen f egy nem negativ valés értékd figguény az (X, M) mérhetd téren. Ekkor létezik s, nem
negativ lépcsds fiigguények sorozata, hogy 0 < s1 < ...sp < ... < f és s, — f pontonként. Ha f
korldtos, akkor még az is igaz, hogy s, egyenletesen tart f-hez.

Bizonyitas.
Definialjuk tetszéleges n € N és i =0,1,2,...,n2" — 1 mellett az alabbi halmazokat:

n) . e 1+ 1 .
EM = 1 ({;—n l;; )) tovabbd F( = X (f > n).
Az f mérhetdsége miatt EZ-(”) eMés F") ¢ M minden n € Nés i =0,1,2,...,n2" — 1 esetén.
Nyilvanvalé, hogy X = U?ZQS*IEZ-(") U F™ diszjunkt egyesités fennall minden n € N mellett.
Definialja rogzitett n € N mellett

n2™—1

Sp = Z QLnXEY” +nXpm -
i=0
Vilagos, hogy s, egyszerti fiiggvény. Tetsz8leges x € X mellett, ha = € Ei(")7 akkor s, () =
o < f(z), és hax € F(™ akkor s, (z) = n < f(z). Az is vilagos, hogy amennyiben f (z)
véges, ugy olyan n-hez melyre f (z) < n létezik ¢, hogy z € EZ-("), ezért f(xz) — sp (2) < 2% Ha
f(x) = 400, akkor viszont 2 € F(™ minden n € N mellett, igy s, (z) — f(z) Vo € X mellett
pontonként. Ebb6l mar latszik, hogy amennyiben f korlatos, agy tetszéleges a korlatnal nagyobb
n index mellett f — s < 2% az egész X-en, tehat s, valoban egyenletesen konvergal f-hez.
Mar csak azt kell megmutatnunk, hogy a fenti modon definialt (s,,) fliggvénysorozat pontonként

monoton nové. Legyen tehat x € X rogzitve. Vilagos, hogy

neN

B =BV U B,

o = g2 6s HH = 242 Fy azt jelenti, hogy amennyiben z € Ei(n)7 gy sn (z) = 55, de
Snt1 (x) = % vagy Spt1 (z) = glﬂ Az els6 esetben s, (x) = sp4+1 () mig a masodik esetben
$n (2) < spy1(2). Haz € F™, de f(z) < n+1, akkor s, (z) = n és s,41 () = 54y olyan i-re
melye 54+ > n. Haz € F(™ ¢s f(z) > n+ 1 is fenndll, akkor s, (¥) = n és s,41 (z) = n + L.

Azt lattuk tehat, hogy tetszéleges © € X mellett s, (z) < sp41 (2) valoban fennall. O

hiszen
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Nem negativ 1épcsés fiiggvény integralja

Legyen a fejezetben végig az (X, M, 1) mértéktér rogzitve.

Definici6. (nem negativ lépcsés fliggvény integralja)
Ha f egy nem negativ lépcsds fiigguény és E € M egy mérhetd halmaz, akkor az f fligguénynek az
E halmaz folotti integrélja a kévetkezd szdam:

[ ran=> an@mnm),
E i=1

ahol R(f) ={ou,...,an} és a; # o (i # j esetben), valamint E; = X (f = ;).

A fenti definiciéban fontos a korabban bevevezetett konvencio, miszerint 0 - (+00) = 0 és « -
(+00) = 400 ha a > 0. Azt latjuk, hogy a definicioban szerepls véges Osszegnek azért van értelme,
mert (+00) + (+00) = +00 és az a + (+00) = +0o minden o > 0 esetén. Ez utobbi miatt fontos,
hogy itt csak nem negativ értékkészletii egyszerii fliggvényeket engedhetiink meg.

Vil4agos, hogy amennyiben f egy nem negativ 1épcsds fiiggvény, ugy fE fdu>0,és fE fdu =400
is lehetséges.

Amennyiben f az F halmazon a nem negativ o konstans, akkor létezik i melyre E C E;, ezért

/Efdu:aiu(EiﬂE):au(E).

Fontos speciélis eset az egész X halmaz feletti integralas. Definicié szerint ilyenkor
n
/ Fdu= i (E
X i=1

Allitas. (nem negativ lépcsés fiiggvény integralfiiggvénye mérték)
Legyen f egy nem negativ lépcsds fiigguény. Ekkor a

B)= [ fan

halmazfiigguény mértéket definidl az M o-algebrdn.

Bizonyitas.
Legyen f = " | aiXp,, ahol az o; szamok péaronként kiilonbézdk és E; = X (f = «;), tovabba
tegyiik fel, hogy F eldall F' = U352, F; diszjunkt egyesités alakban. Ekkor

¢ (F) @(U?‘;le)z/ fdu= Zazu E ﬂ U5e, F, Zaz,u 2 (Fj ﬂE))

Uj')ile

Do [ DpENE)| =3 3 ein(FNE) =3 Y ain(FnE)
i=1 Jj=1 i=1 j=1 j
fdp=) ¢ (Fj)

Itt csupén p mérték o-additivitasat hasznaltuk és azt, hogy véges sok sor tagonként is 6sszegezhets.
O
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Kovetkezmény.
Legyenek s és t nem negativ lépcsds figguények az (X, M,u) mértéktéren. Ekkor fX (s+1t) du =

Jx sdu+ [y tdu.

Bizonyitas.

Legyenek s = 31| aixp, ést=>_7" ) B;Xp,, ahol az a; nem negativ szamok és a 3; nem negativ
szamok rendre egyméastol kiilonbozsk, B; = X (s = ), Fj = X (t = ﬂj). Ekkor UM F; = X =
U, E; diszjunkt eléallitasok. Vilagos, hogy

is diszjunkt egyesités. Az E; N F; halmazon az s + ¢ egszer( fiiggvény a konstans o; + 3; értéket
veszi fel, tehat egy el6z6 megjegyzésiink szerint

/ s+tdp = (i + ;) p(Ei N F}) = ap (EiﬂFj)—i-ﬁj,u(EiﬂFj):/ sd,u—i—/ tdpu.
EiﬂFj EiﬂFj EiﬂFj

Alkalmazhatjuk tehat s+ t-re, s-re, t-re az el6zé allitast. Ekkor pusztan az integralmérték végesen
additivitdsa miatt

n,m n,m
/s—i—td,u = Z/ s-i—tduzz / sd,u-i—/ tdu
X i EinF; i E;NF; E;NF;
n,m n,m
= Z/ sd,u—i—Z/ tdu:/sdu—i-/td,u.
i.j EiﬂFj i.j EiﬂFj X X
Ezt kellett belatni. 0

Vilagos, hogy véges sok nem negativ lépcsés fliggvény Gsszege tagonként is integralhato.

Megjegyzés.

Legyen [ egy mem megativ lépcsds fiigguény. Tudjuk, hogy ennek nagyon sok Z?Zl aiXp, alaki
elddllitdsa van feltéve, hogy nem koveteljik meg az o; nem negativ konstansok kilonbézdségét vagy
az E; mérhetd halmazok diszjunktsigdt. Amennyiben

f= Z 5jXF,~
j=1

egy tetszdleges olyan elddllitds, amely indikdtor fiigguények nem negativ egyiitthatds linedris (kip)
kombindcidja, akkor

/Efdujz_:lﬂju(FjﬁE)/XfxEdu

tetszoleges E € M mérhetd halmaz esetén.

Bizonyitas.

Most legyen f = > | a;Xp, az az eléallités, ahol az a; nem negativ szamok kiilonbozdk és
E; = X (f = o;) . Ekkor kihasznélva, hogy a;Xp,~p maga is egy nem negativ egyszert fiiggvény,
és hogy az ilyenek Osszegét tagonként intagralhatjuk:

[Efdu = Y apu(BinE)=Y /X X p,nE dp = /X > aixg,np du
=1 =1 1=1

= /(Z%X&)XEdﬂ/fXEdﬂ
x \iZ] X

m

= / ZﬂjXFj XEdN:/ZﬂjXFjﬁEdﬂ:Zﬂju(ijE)'
X \j=1 X j=1 j=1

Ezt kellett belatni. O
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Allitas.
Ha o € Ry tetszdleges nem negativ valds szam, gy fX asdu = an sdu. Ha s,t nem negativ
lépesds figgvények, melyekre s < t,akkor [, sdu < [, tdp.

Bizonyitas.

Az els6 allitas nyilvanvalo kdvetkezménye a definiciénak. Vilagos, hogy ¢t — s is egy nem negativ
egyszert fliggvény, igy az integralja nem negativ valos szam, vagy +oo. Alkalmazva az additivitast
at=s+(t—s) Gsszegre azt kapjuk, hogy [, tdu= [, sdu+ [t —sdp> [, sdpu. 0

Nem negativ mérhetd fiiggvények integralja

Legyen ebben a fejezetben is rogzitve az (X, M, ) mértéktér.

Definici6. (nem negativ fliggvény integralja)
Legyen f egy nem negativ mérhetd fligguvény.

/ fdu =sup {/ odu:0< ¢ < f és ¢ lépcsds fdggvény.}
X X

Persze f nem negativitasat azért kellett feltenni, hogy a sup mogotti halmaz ne lehessen iires.
Emlékezziink arra a megéllapodasra, hogy a fels6hatar axiéméat R-ban hasznéljuk, ezért a fenti
egyenl@ség jobb oldala egy jol definidlt nem negativ valés szam, vagy +oo. Mivel 1épcsés fliggvényre
mar lattuk, hogy az integral monoton ezért a fenti definicié 6sszhangban van azzal az esettel, ha
a nem negativ mérhetd fliggvény specialisan maga is egy 1épcsés fliggvény.

Vilagos, hogy amennyiben f egy nem negativ mérhetd fiiggvény, ugy [, fdp > 0,és [, f dp = 400
is lehetséges.

Definicié.
Az E € M mérhetd részhalmazon az integrdlt

[Efdui/XfXEdu

Mivel nem negativ egyszerd fiiggvényekre a fenti egyenléség igaz, ezért ez a definici6 is Gssz-
hangban van avval az esettel mikor a fenti f egy egyszeri fiiggvény.

mddon definidljuk.

Vilagos, hogy minden nem negativ o esetén [, afdu = a [y fdp, valamint f < g nem negativ
mérhetd fiiggvények mellett [ fdu < [ gdpu is teljesiil. Ezt alkalmazva az is konnyedén latszik,
hogy tetszéleges f nem negativ mérhet§ fiiggvényre és E € M mérhet§ halmazra |, pfdu <

fod,LL.

Tétel. (Beppo-Levi, vagy monoton konvergencia tétel)
Tegyiik fel, hogy az (fn),cyn nem negativ mérhetd fiigguvények monoton névekedd sorozata, és jeldlje
f ezen sorozat pontonkénti hatdrértékét. Lattuk, hogy f is nem negativ mérhetd fiiggvény. Ekkor

/anduH/deu,

middén n — oo.
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Bizonyitas.

Mivel monoton névé R-beli szaimoknak van R-beli hatartéke ezért legyen o = lim J y fndy € R.
Mivel Vn € N mellett [y f, du < [y fdu, ezért nyilvanvaléan a < [ f dpu.

Most megmutatjuk, hogy [ + [ dp < ais teljesiil. Legyen g egy tetszéleges lépcsds fiiggvény melyre
g < [, valamint ¢ € (0,1) tetszdleges valos szam. Azt fogjuk megmutatni, hogy ¢ [, gdu < a.
Ennek kulcsa abban rejlik, hogy tetszéleges 1épcsés fiiggvény integralfiiggvénye mérték és a mérték

monoton folytonos. Tekintsiik az
En =X (fn 2 cg)

mérhets halmazt. Az f, fiiggvénysorozat pontonkénti monoton névekedése miatt minden n € N
mellett E,, C E, 1. Az is lathato, hogy X = U2, E,,, hiszen ha valamely « € X mellett g (z) =0,
akkor az f,, fiiggvények nem negativitdsa miatt @ € F,, minden n mellett fennéll, ha viszont g () >
0, akkor mivel g (x) # +oo, ezért cg (z) < g(x), igy létezik n € N melyre cg (z) < fn (x), tehat
x € E, valoban fennall. Alkalmazhatjuk most a ¢ (E) = [ cg dpu mérték monoton folytonossagat
az F, monoton névé halmazsorozatra: igy azt kapjuk, hogy

¢ (En) — ¢ (X) :/Xcgdu.

No de

@(En):/ cgdug/ fnduﬁ/ fndp < o
E, X(fn=cg) X

Ez épp azt jelenti, hogy [y cgdu = ¢ [, gdp < a valoban fennall. O

Koévetkezmény. (az integral additivitasa)
Legyenek f és g nem negativ mérhetd figguények. Ekkor

| s+gdu= [ raus [ gan

A kovetkezd tételt tgy is fogalmazhatjuk, hogy nem negativ mérhetd fiiggvények esetén a > és
az [ jel felcserélhetd.

Teétel. (monoton konvergencia tétel sorokra)
Legyenek f, nem negativ mérhetd figgvények. Ekkor az f =Y " | fn nem negativ mérhetd figg-
vényre
(o]
/ fdu=2/fndu-
X n=1
Teétel. (Fatou-lemma)

Legyenek f, nem negativ mérhetd figgvények. Ekkor

/ lim inf f, dpy < lim inf/ fndp.
XTL—’OO n—oo X

Tétel.
Legyen f nem negativ mérhetd fiigguény. Ekkor a

p(E) = / fdp
E
definicioval ¢ is mérték az M o-algebrdn.
Allitas. (nem negativ mérhet fiiggvény integralfiiggvénye mérték)

Legyen f nem negativ mérhetd figguény és ¢ (E) = fE fdu az f integrdl mértéke. Ekkor tetszdleges
g nem negativ mérhetd fiigguényre, és tetszéleges E mérhetd halmazra

/Egd<p=/Eg-fdu-
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Definicié. (abszolat folytonossag)
Legyen \ és p két mérték (vagy akdr eldjeles mérték) az M o-algebrdn. Azt mondjuk, hogy A
abszolut folytonos a p-re nézve, ha E € M esetén

w(E)=0=X(E).
Ezt A\ < p maodon jeloljik.

Vilagos, hogy amennyiben \ (E) = [ i [ dp, valamely mérhets f fiiggvényre, akkor A < u. Meg
fogjuk mutatni, hogy ha A (X) és u(X) véges mértékek, melyekre A < p, akkor létezik olyan
nem negativ f mérhetd fiiggvény, hogy A (E) = [, f du fennéll minden E € M mérhets halmaz
esetén.(Radon-Nikodym tétel).

Mérhet6 fiiggvény integralja

Legyen f: X — R mérhetd fiiggvény. Vilagos, hogy f elsall

f=r=f
alakban, ahol fT az f pozitiv része és f~ az f negativ része. Az is nyilvanvalé, hogy fT és f~
nem negativ mérheté fiiggvények, amelyekre |f| = f+ + f~.
Definicié.
Azt mondjuk, hogy az f : X — R fiigguény integrdlhato az (X, M, ) mértéktéren, ha [ f*du és
[ [~ dp kézil nem mindkettd +oo. Ebben az esetben

/Xfﬁ/xﬁdu—/xf’du-

Az E € M részhalmazon vett integrdlt, a nem negativ mérhetd figgvényekhez hasonléan az f - x g
fiigguénynek X -en vett integrdljaként definidljuk.

Allitas.
Ha f és g integrdlhato, valamint fX fdu+ fngu 0sszeq értelmes, akkor f 4+ g is integrdlhato,

valamint
/f+gdu=/fdu+/gdu-
X X X

Amennyiben o« € R valds, akkor [ integrdlhatdsdgdbol of integrdlhatdsdga is kovetkezik, és

/Xafduza/xfdu.

Fontos szohasznalat: Azt mondjuk, hogy valamilyen tulajdonsig ;4 majdnem minden x € X pontra
teljesiil, hogy ha azon pontok halmaza, melyre ez a tulajdonsig nem igaz, mérhet§ halmazt alkot-
nak, és ennek a halmaznak mértéke nulla.

Definicié.

Legyen (X, M, u) mértéktér. Tekintsik a kovetkezd vektorteret

Ll(X,M,u)'{f:XH@: fmérheto”,/|f|du<+oo}
X

Vildgos, hogy [ |f| diu = 0 pontosan akkor, ha f(x) = 0 p m.m. x € X esetén. Ha L° jeloli
azon mérhetd figguényeket amelyek a konstans 0 fiigguénytdl csak egy a p-re nézve nullmértéki
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halmazban kiilonboznek, akkor vildgos, hogy L° a fenti L térnek altere. Jelolje Ly az L, térnek
ezen L0 altere szerinti faktorterét, azaz

Ll (X,M,/J/) = Ll (X5M7/j/) /LO (X,M,/J/) :

Ez azt jelenti, hogy L1 elemei olyan ekvivalencia osztalyok, melynek egyes ekvivalencia osztdilyok
olyan mérhetd fiigguények halmazabol dllnak, melyek eqymdstdl csak nullmértékid halmazban kiilon-
béznek. Tovabbra is f-el jeldlve azt az ekvivalencia osztdlyt, amely az [ fiigguényt tartalmazza

|mmi/wa
X
Allitas.

LY (X, M, i) vektortéren az integrdlds pozitiv linedris funkciondl, azaz f,g € L1 és a, 3 € R mellett
/af—i—ﬁgdu:a/fdu—i—ﬁ/gd,u tovdbbd fZOesetén/fd,uEO.
X

Kovetkezmény.
Tetszoleges f € Ly esetén | [y fdu| < [|f] dp.

Allitas.

Legyen f € L'. Ekkor p (X (|f| = +00)) = 0.

Bizonyitas.

Legyen E = X (|f| = 400). Ekkor [ |fldu < [y|f] dp < +oo, hiszen f € L'(u). Emiatt
Ji |fl diw = 400 nem teljesiilhet. Viszont ha p (X (|f| = +00)) # 0, akkor [, |f] du = +oc nyil-
vanvaldan fennall az Archimédeszi-axiéma miatt. Ezt kellett belatni. O
Allitas.

Tetszdleges f > 0 nem negativ mérhetd fiigguényre fX fdu =0 pontosan akkkor, ha f =0 u m.m.
Bizonyitas.

Ha f konstans 0 egy nullmértékd halmaztol eltekintve, akkor nyilvan [ f du = 0 is fennall. Tegyiik
most fel, [, fdu =0, és tekintsiik az A, = X (f > 1) inverzképet. Vildgos, hogy A, € M és
x € A, pontosan akkor, ha f (z) > L. Ezért

1
i = [ vips [ gans [ fan=o
n An An X
Tehat minden n € N mellett p(Ay) =0, ezért X (f # 0) = UpenAyn miatt (X (f #0)) =0. O

Allitas.
Ha fE fdp =0 minden E € M mérhetd halmazra, akkor f(x) =0 p m.m. x € X esetén.

Bizonyitas.

Legyen E = X (f >0). Ekkor # € E esetén f(z) = f*(x) igy 0 = [, fdu = [, fTdp.
Mivel f* egy nem negativ fiiggvény, ezért pu(z € E: f(x) > 0) = 0. Azt kaptuk tehat, hogy
w(x e X : f(x) >0) =0. Alkalmazva az eddig igazolt &llitast a — f fliggvényre azt kapjuk, hogy
p(x e X f(xr) <0)=0.Osszegezve: p(x € X : f (z) #0) = 0. Ezt kellett belatni. O

Tétel. (Lebesgue féle dominalt konvergencia tétel)

Legyen (fn),cn olyan mérhetd figgvények sorozata, mely pontonként konvergdl egy f mérhetd
figguényhez, azaz f, (x) — f(x) minden x € X mellett, middn n — oco. Tegyiik fel, hogy létezik
h € Ly (X, M, ) fiiggvény, melyre |f,| < h minden n € N esetén.

A%WHANM

valamint
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Bizonyitas.

Vildgos.hogy |f| < h ezért f € L; is fennall. Nyilvanvalo, hogy |fn, — f| < 2h, ezért a g, =
2h—|fn — f| egy nem negativ tagu fliggvénysorozat, melyre lim inf g,, = 2h. Alkalmazzuk a Fatou-
lemmat:

/ 2hdy = / (Hminfgn) d,uﬁliminf/ gnd'u:/2hd,u+1iminf <_/ [ = 11 d,u)
X X " X ! *
= /2hduflimsup/ |fn =[] dp.
n X

Amibdl kihasznélva, hogy [y 2hdu € R azt kapjuk, hogy limsup,, [y [fn — f| du = 0. Ez nyilvan

azt jeleti, hogy ||f — fall,, — 0. EbbSl | [y fadp— [ fdp| < [|fa—fldu=[If = fall,, — 0
mér konnyen kovetkezik. O

Tétel. (Lebesgue tétele sorokra)
Teqgyiik fel, hogy f, olyan mérhetd fiigguények, melyekre

Ti/fndu<oo.

Ekkor az > .2 fn () sor abszolit konvergens u m.m. v € X esetén. Ha f jeloli az dsszegfiiggvényt,
azaz f =% 07| fn, akkor f € Ly (X, M, p) és

/ fdu:Z/fndu-
X n=1
Definici6. (teljes mérték)

Egy (X, M, u) mértéket teljesnek neveziink, ha minden nullmértékd halmaz tetszéleges részhalmaza
mérhetd. Magyarul: ECF eM és u(F)=0= FE € M.

Allitas. (mérték teljessé tétele) )
Amennyiben (X, M, ) egy mértéktér, gy létezik legszikebb olyan (X, M, [L) teljes mértékter,

melyre M C M, és pu(E) = i (E) minden E € M esetén.

Bizonyitas.
Adott (X, M,u) mértéktérbdl kiindulva, legyen

M={ECX:3A,BeM, ACEC Bés u(B~ E)=0}.

Kénnyen lathat6, hogy M C M és M egy o-algebra.

Amennyiben F € M, valamint A,B € M, A C E C B, u(B~ A) = 0 és létezik egy maésik
A1,B1 €M, A1 CEC By, p(B1 ~ A1) = 0 elallitas is, akkor 41 N~ A C E~N A C B\ A, ezért
(A ~ A) = 0. Hasonléan kapjuk, hogy p (A~ A1) = 0 is fennall, amib6l az A = (AN A;) U

(AN Ay) és Ay = (AN A;) U (Ar N A) egyenlGségek miatt
i (A) = (AN A) = ()
is teljesiil. Azt kaptuk tehat, hogy E € M esetén
i (E) = p(A) egy olyan A € M halmazra, melyhez 3B e M, (B~ A) =0

definici6 jol definidlja a i halmazfiiggvényt az M o-algebran.

Nyilvanvalé, hogy [i egy o-additiv kiterjesztése pu-nek M-rél M-ra.

Tegyiik most fel, hogy van egy (X, N, v) teljes mértéktér, amely szintén kiterjesztése az (X, M, u)
mértéktérnek. Ha E € M, akkor E = AU(E ~ A) eléallitasban A € M C N és Ex A C B~ A miatt
az E ~ A halmaz részhalmaza a v-null mértékd B ~ A halmaznak, amibdl az (X, N, v) teljessége
miatt E~ A € N is kovetkezik. Igy tehat M C N ami azt jelenti, hogy valéban a fent konstrualt

(X, M, [L) a legsziikebb teljes kiterjesztése az (X, M, ) mértéktérnek. O
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A Fubini-tétel

Legyen (X, M) és (Y,N) mérhetd tér és (X x Y, X) ezek szorzata, azaz ¥ = o (M x N).

Definicié. (szorzattérbeli halmaz szelete)

Az E C X XY halmaz és © € X esetén legyen E, = {y €Y : (z,y) € E}, valamint hasonldan
y €Y mellett EY = {x € X : (z,y) € E}. Az E, és EY halmazokat az E halmaz x-metszetének
vagy x-szeletének nevezzik.

Koénnyen lathat6, hogy (US2,A,), = U2, (Ay),; (M1 A,), =N, (4y),; (B9, = (Ey)°. Az
is vilagos, hogy (A x B), épp B, ha x € A és egyébként &.

Allitas.
Szozat mérhetd halmaz minden metszete mérhetd, azaz F € 3 esetén F, € N és FY € M minden
reX ésyeY esetén.

Bizonyitas.
Legyen H ={E C X xY : E, € NVz € X}. Konnyen lathato, hogy H egy o-algebra az X x Y
szorzathalmaz felett. vilagos, hogy M x N C H, ezért ¥ = o (M x N) C H. Ezt kellett belatni. O

Definicié. (fiiggvény szelete)
Legyen f az X XY on értelmezett fiigguény. Tetszdleges x € X mellett f, legyen az az Y—-on
értelmezett fiigguény, melyre

Je(y) = f(z,y).

Vilagos, hogy tetsz6leges V halmazra (f~!(V)) = f;' (V), ha f a szorzaton értelmezett.

Allitas. (mérhet§ fiiggvény szeletei is mérhetSek)
Szorzat-mérhetd fiigguény minden metszete mérhetd.

Allitas. (Fubini tétele halmazokra)
Legyen az (X, M, p) és (Y,N, \) mértékterek o-végesek. Legyen QQ € ¥ régzitett szorzat-mérhetd
halmaz és legyen

o () = X (Qz) valamint ¥ (y) = p(QY).
Ekkor ¢ fiigguény M-mérhetd, o figgvény N-mérhetd és

/d)du:/ YdA.
X Y
Bizonyitas.

Jelolje 2 az X x Y azon @ részhalmazainak halmazat, melyekre az allitas teljesiil. Most is azt kell
igazolnunk, hogy Q C X. Ehhez el6szor azt gondoljuk meg, hogy 2 rendelekezik az alabbi négy
tulajdonsaggal.

(1) Minden mérhetd tégla Q-beli, azaz M x N C Q.

(2) Q zart a megszamlalhatéo monoton egyesitésre, azaz Q, € Q Vn € N és Q,, C Q41 esetén
Q = Unen@Qu € Q.

(3) Q zart a megszamlalhat6 monoton metszetre feltéve, hogy a halmazok valamely véges mér-
téki téglanak a részhalmazai. Pontosabban: @, € Q2 Vn € N és Q,,+1 C @, esetén @ = Npen@pn €
Q feltéve, hogy Q1 C A x B, ahol A € M, B € N valamint p (4) < 400 és A (B) < +o0.

(4) Q zart a véges diszjunkt egyesitésre, azaz Q, € Qn=1,...,N és Q; N Q; = & (i # j)
esetén @ = Upen@n € Q.

(5) Q zart a megszamlalhato diszjunkt egyesitésre, azaz Q, € Qn € Nés Q; N Q; = & (i # j)
esetén @ = Upen@n € Q.
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A fenti 6t tulajdonsaghdl és a Dynkin-tételbdl a Fubini-tétel halmazokra vonatkozé alakja méar
kénnyen fog latszani. Nézziik a fentiek igazolasat.

1. Legyen most ) = A x B, ahol A € M és B € N. Vilagos, hogy A ((AzB),) = A (B) x4 (z),
ezért A mérhetésége miatt a ¢ = \(B) x4 fiiggvény valoban mérhets. Ugyanigy o = u(A) xp
ezért most B mérhet&sége miatt lesz ¢ is mérhets. Az egyszert fiiggvény integraljanak definicidja
szerint

[ o= [ XB xadn=2E)u(0) = 0 WAE) = [ n()xgir= [ vax

Ezt kellet (1) igazolasahoz belatni.

2. Legyen tehat ¢, (z) = A((Qn),), ¥n (y) = 1 ((Qn)?) valamint ¢ és ¢ a tétel kimondésa
szerint definidlva. Mivel a @), halmazsorozat monoton névé, ezért a (@), metszethalamzsorozat
és monoton nd, valamint ezek egyesitésére U, (@), = (UQn),- Alkalmazva a mérték monoton
folytonossagara vonatkozo (1.2.6) allitast azt kapjuk, hogy tetszéleges x € X mellett ¢, (z) —
¢ (r) monoton névé modon. Hasonloan minden y € Y esetén ¢, (y) — ¢ (y) szintén monoton
novekedsleg. Ebbdl azonnal kdvetkezik, hogy ¢ egy M-mérhetd, i pedig egy N-mérhetd fiiggvény. A
monoton konvergencia tételt (1.5.5) kétszer hasznélva [ ¢, dpu — [ ¢dpés [, dX — [ P d.
Node [y ¢, dp= [y 1, dX, hiszen Q,, € Q, ezért [, pdu = [, ¥ dXis valoban fennall. Ezt kellett
(2) igazolasédhoz belatni.

3. Igazolasa (2)-vel majdnem teljesen analog. Legyenek a ¢,, és 1, fliggvények ugyanugy defini-
alva. Tudjuk, hogy Q1 € Ax B, ezért A ((Q1),) < A (B), ezért a (Q,), monoton fogy6 halmazokra
is alkalmazhatjuk a mérték monoton folytonossagara vonatkozo (1.2.6) tételt. Igy azt kapjuk, hogy
¢, () — ¢ (x) monoton fogyé modon. Hasonloan 1, (y) — v (y) szintén monoton fogyolag. Ebbdl
persze ¢ és ¢ mérhetGsége azonnal kivetkezik. A majoralt konvergencia tétel alkalmazhatosagahoz
becsiiljiik az alabbi integralokat:

/X¢ndu§/x¢1du§/X/\(B)xAdu:A(B)u(A)<+<>O-

Azt kaptuk tehat, hogy maga ¢, egy Li-beli majoransa a ¢,, fiiggvényeknek. Hasonl6an kapjuk,
hogy ¥, egy Li-beli majoransa a 1, fliggvényeknek. Most az (1.6.10) tételt kétszer hasznalva
Jx Ondp— [ ddpés [, dN— [ dX. No de a (2)-vel most mar teljesen megegyezd modon
Jx Ondp = [0, d\, ezért [ pdp = [, 1 d) is valoban fennall. Ezt kellett (3) igazolasdhoz
belatni.

4. Tartozzanak megint a ¢,, és ¢, fiiggvények @),,-hez, valamint ¢ és ¢ a QQ-hoz. A diszjunkt
egyesités és a mértékek végesen additivitasa szerint ¢ = > ¢, és ¥ = > 1),,. Ezért hat ¢ és ¢
mérhetSk a megfelels o-algebrakra nézve. Az integral végesen additivitdsa miatt pedig [ v Odp =
Jy ¥ dX is fennall. Ezt kellett belatni (4) igazolasahoz.

5. Nyilvanval6 kovetkezménye a fenti (4) és (2) allitasnak.

A bizonyitas befejezéséhez tegyiik fel, hogy X = Upen X, valamint Y = U,,enYin, ahol az egyes
X, € M és Y, € N halmazok diszjunktak és mérhetGek, valamint p(X,) < 0o és A (Yy,) < o0
minden széba j6v6 n és m esetén. Legyen

P={QC X xY:QN (X, xYy) € fennall V(n,m) € N x N esetén} .

Mivel M x N maga is metszetzart, ezért (1) miatt M x N C ®. Ebbgl (4) miatt » (M x N) C P,
hiszen M x N félgytrtk szorzataként maga is félgytrd és lattuk, hogy félgytirid altal generalt gytirid
elemei a félgytirid elemek véges diszjunkt egyesitései. A (2) és (3) valamint az X, és Y,, halmazok
véges mértékisége szerint ® monoton osztaly. Ebbél pedig m (r (M x N)) C & is azonnal kovet-
kezik. De a Dynkin-tétel kovetkezménye képpen lattuk, hogy m (r M x N)) = o (r M x N)) =
o(MxXN) = X. Azt kaptuk tehat, hogy minden Q € X szorzat-mérhetd halmaz esetén @ N
(Xn xYy)eQ Depersze Q=QN(X xY) =QN(UpmXn X Yi) =Upm (QN (X, xYy)). Az
(5) allitas szerint tehat @ €  valéban fennall. O
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Definicié. (szorzatmérték)
Legyen az (X, M, u) és (Y,N,\) mérték terek o-végesek. és Q € . Definidljuk a 1 x \ halmaz-
fiigguényt a kévetkezdképpen

(uxm(@)i/xwz) du(ﬂf):/yu(Qy) aA(y).

Vildgos, hogy Q = U5 1@y, eseten A (Qm) = ZZO 1 A ((Qn)x) ezért a pozitiv tagi sorokra vonatkozo
B.L. tétel szerint [ X\ (Qq) dp(x) = D07 [ A( ) dp (y) , tehdt igy valdban mértéket kapunk
a szorzat-o-algebrdn.

Megjegyzés.
Voltképpen kiterjesztettink.

Tétel. (Fubini tétele nem negativ mérhetd fiiggvényre)
Legyen az (X, M, u) és (Y,N,\) mérték terek o-végesek, f : X x Y — R, nem negativ szorzat-
mérhetd figguény. Jeldlje

/ fo dX valamint ¢ (y / rm

Ekkor a ¢ és ¢ fiigguények mérhetdek és

/quduzfxwfd(uxA):/YwdA.

Tétel. (Fubini tétele L;-beli fliggvényre)
Lq-re.

Megjegyzés.
Fubini alkalmazhatdsaginak feltétele, hogy az eqyik abszolit iterdlt integrdl véges legyen.

(ellenpélda a Fubini-tételre) Legyen (d,), oy Olyan szigoriian n6vs valéssorozat, amelyre d; = 0 és
dn — 1. A g, : [0,1] — R folytonos fiiggvények legyenek ugy megadva, hogy {x € R: g (z) #0} C
Oy Gns1) s €8 [y gn = 1. Legyen f:[0,1] x [0,1] — R a kévetkezs fiiggveny:

= (g0 (@) = gnp1 () gn () -

n=1

Azt mutatjuk meg, hogy

/01 </01f<x,y>dy)d:c1¢0/ol (/Olf(z,y)dx)dy

Vilagos, hogy adott y legfeljebb csak az egyik (d,,0d,+1) intervallumocskaba eshet, ezért az
Osszegnek csak egy tagja nem nulla, igy az f folytonos az (1, 1) ponttdl eltekintve az egész egység-
négyzeten.

Bizonyitas.
Kezdjiik a baloldallal: Rogzitett = € [0, 1] mellett:

1
/ f(w,y)dy:/ f(z,y)dy =
0 U2, (64,0541)

oo

Sit1
Z/é f () dy.

=1
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Viszont a (d;,d;+1) intervallumon kiviil a g; fliggvény 0, igy az f-nek egyediil az i-edik tagja jon
szoba:

1 SR
/0 Fand = 3 /5 (65 (2) — gis (2)) 91 (v) dy

0 dit1
3 ((gz- (@) - giss (@) / 0 ) dy>

i=1 i

= Z (9 (x) = giv1 (2))

i=1

/01 (/Olf(x,y)dy) dacz/olgl(x)daczl.

Most nézziik a jobboldalt: Rogzitett y € [0, 1] mellett az els intervallumot kiilonirva:

m (g1 (z) —gn () = g1 (2).-

= 1l
N—o0

Azt kaptuk tehat, hogy

i1

1 4o 0 5
/Of<:c,y>dm= i f(x,y)der;/éi f () de

Most azt vegytiik észre, hogy a (91, d2) intervallumon az f-nek csak az els§ tagjanak els6 fele nem
zérus, mig az i-edik intervallumon csak az i — 1-edik tag mésodik felét és az i-edik tagot elsd felét
kell figyelembe venni. Tehéat:

d2 G2

d2
f(z,y)de = / g1 () g1 (y)dz = g1 (y)/ g1 (z)dr = g1 (y)

01 01 01

valamint

oo Sit1 0o Sis1
; /61 f (ﬂfay) de = ; /51 —9; (:c) Ji—1 (y) + g; (:c) gi (y) dx

dit1 ol
= > (6 —gi (y))/é gi(@)de =3 (9: (v) = gi-1 (v))

=2 i

= lim g,(y) — 91 (y) = —91 (v)

n—oo

/01 (/Olf(m’y)dx) dy/;gl(y)m(y)dy/;Odyo.

Ezt kellett megmutatni. O

Osszefoglalva:

A Caratheodory-féle kiterjesztési eljaras

Az egész fejezetben legyen H olyan X-beli halmazrendszer, amelyre @ € H.

Definicié. (kiils6 mérték)

Egy 1 H — Ry fiigguényt kiilsé mértéknek neveziink a H halmazrendszeren, ha
1. p(@) =2,

2. monoton, azaz Hy,Hy € H és Hy C Hy = pu(Hy) < p(Ha),

3. o-szubadditiv, azaz H = U3 H,,, H H, € HV¥n e N= p(H) <> 7 p(Hy,).
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A kovetkezd allitas egy nagyon fontos példa kiilsé mértékre.

Allitas. (generalt kiilsé mérték) B
Legyen H egqy tetszdleges X -beli halmazrendszer, amelyre @ € H, p : H — Ry halmazfiiggvény,
amelyre 11 (&) = 0. Definidlja

1nf{2u :M CUXH,, H, 69{}

(Itt az iireshalmaz infimumdn +oo-t értjik.) Ekkor u* az egész hatvdnyhalmazon értelmezett kiilsd
mérték, tovabba minden H € H esetén p* (H) < p(H).

Bizonyitas.

Az utébbi egyendtlenség kovetkezik abbol, hogy {H} is egy H-beli legfeljebb megszamlalhato
lefedése H-nak, amibdl persze u* (H) = 0 is latszik. A monotonités is nyilvanvalo, hiszen b&vebb
halmaz infumuma kisebb. A o-szubadditivitashoz tegyiik fel, hogy M = WS, M,,. Amennyiben
oo Wt (M) = +o0, Ggy készen is vagyunk. Ellenkezé esetben rogzitsiink valamely e > 0 szdmot.
Persze p* (M,) < +oo, ezért az /2™ szamhoz létezik HZ.(") eH,i=1,....+ 00, M, CUZ, H(")

lefedés, amelyre p* (M) 4+¢/2" > 372 (Hl(")> . Ekkor persze

o0 o0 o0 o0
M C U U2 H™, ezert y* (M) < ZZM(Hf”)) <3 (W (M) +e/27) = Z
n=11=1 n=1 n=1

Ez éppen a p* halmazfiiggvény o-szubadditivitasat jelenti, ezért p* valoban az egész hatvanyhal-
mazon értelmezett kiilsé mérték. O

Allitas. (1. lepés) B
Legyen H metszet zdrt és @ € H. Ha p : H — Ry kilsd mérték, akkor a fent definidlt p*
kiterjesztése is u-nek, azaz minden H € H mellett p (H) = p* (H).

Bizonyitas.

Az el6z6 éllitas szerint csak a p(H) < p* (H) egyenl6tlenség szorul indoklasra. Amennyiben
w* (H) = +oo, Ggy készen is vagyunk. Ellenkezs esetben adott £ > 0 szamhoz tekintsiink egy
olyan megszamlalhato H-beli lefedését H-nak (H C U2, H,, H, € H), amelyre > u(H,) <
w (H)+e Node H=U2, (HNH,)é HnNH, € H. Ezért a kiils6 mérték o-szubadditivitasa
és monotonitasa szerint

w(H Z” (HNH, gi “(H) +e.
n=1 n=1

Ezt kellett belatni. O

Definicié. (Cartheodory értelemben mérhets halmaz)
Legyen p : P (X) — R olyan halmazfiggvény, melynek értékkészlete a +oo és —oo kozil csak az
egyiket tartalmazza, azaz p(A) + p (B) minden A, B halmazra értelmezett. Definidlja

Ay ={ACX VM CX-rep(M)=p(MnNA)+pu(Mn A}
Az A, halmazrendszert a p-re nézve Caratheodory értelemben mérhets halmazoknak nevezzik.

Allitas. (2. lepés)

Legyen p : P(X) — Ry, melyre (@) = 0. Ekkor az A, halmazrendszer egy algebra; és a p
halmazfiiggvénynek az A, -re vald megszoritdsa egy végesen additiv halmazfiggvény.

Definidlja tetszélegesen régzitett M C X mellett pup, (A) = (M N A) az egész hatvinyhalmazon
értelmezett (1, halmazfigguényt. Ekkor p),-nek A, -re valo megszoritdsa is végesen additiv.
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Bizonyitas.
El6szor azt mutatjuk meg, hogy az A, halmazrendszerre: (1) X € A,; (2) A€ A, = A° € A, (3)
A, A € Ay, = A1 N Ay € A, Ez els6 két éllitas az A, halmazrendszer deiniciéjanak azonnali
kovetkezménye. A metszetre vald zartsag bizonyitasahoz azt kell megmutatnunk, hogy tetszdleges
M C X halmazra u (M) = u(M N A3 N A) +pu(MN (AN A2)°). Az A; halmaz Caratheodory
mérhetGsége miatt

w(M)=p(MnAL) + p(MnNA7).

Hasonl6an az As halmaz Caratheodory mérhetésége miatt
u(MNA)=p(MNAINA)+p(MnNANAS).
Ujra hasznélva az A; halmaz Caratheodory mérhetGségét azt kapjuk, hogy
p (M~ (ArU Az)) = p (M (AU A2)) N AL + (M (AU Az)) NAT).
No de a jobboldalon szereplé halmazokra

(M\(AlUAQ))ﬂAl = ((M\Al)U(M\Ag))ﬂAl:(M\Ag)ﬂAl és
(M\(AluAQ))ﬂAi = ((M\Al)U(M\AQ))ﬂAi”:M\Al

Osszegezve tehat

p(M) = p(MNA)+p(MNAT) =p(MNALNAg) + p (M N AL NAS) + p (M N AT)
= p(MNANA)+pu((M~(ALUA2))NA) + p (M~ (A1 U Ag)) N ASD)
= M(MﬂAlmA2)+/.t(M\(A1UA2))Z/_L(MmAlﬂA2)+M(Mﬂ(A1ﬂA2)C)

Ezt kellett belatni ahhoz, hogy igazoljuk az A, halmazrendszer o-algebra mivoltat.
Legyen most M C X rogzitve, tovabbad A € A, és B C X diszjunkt halmazok. Ekkor alkalmazva

pp (AUB) = p(MN(AUB)) =p((MN(AUB))NA)+p((MnN(AUB))N A
= p(MNANAUB)+u(MNAN(AUB))=p(MNA)+u(MnNB)
fiar (A) + ppy (B) -

Ebbdl kovetkezik a 11y, és a px = p halmazfiiggvények végesen additivitdsa az A, halmazalgebra
folott. O

Allitas. (3. lepeés)

Legyen p : P(X) — Ry kiilsé mérték. Ekkor az A, halmazrendszer egy o-algebra; p(A) = 0
esetén az A € A, is fenndll; p-nek az A, -re valo [i megszoritdsa egy o-additiv halmazfiggvény; és
az (X, Ay, i) mértéktér teljes.

Bizonyitas.

Lattuk, hogy A, algebra elegendd tehat belatni, hogy A, zart a diszjunkt megszdmlalhato egye-
sitésre. Legyenek A, € A, egyméstél diszjunkt halmazok és legyen A = UA, ezek egyesi-
tése. Legyen By = UN_ A, VN € N mellett. Mivel A, algebra, ezért By € A,. Trivi, hogy
By € A. A By halmaz Caratheodory-mérhetGsége miatt p (M) = p(M N By) +p(M N B§) =
SN (MO A)+p(MABS) > YN (MNA,)+u(MnNA°) . De ez minden N € N esetén
fennall, azaz

M(M)Ziu(MﬂAn)Jru(MﬂAC)ZM(MWAHM(MWAC)-

n=1

Megforditva a u (M) < p(MNA) + u(M N A°) egyenlStlenség mindig fennéll a kiils§ mérték
szubadditivitdsa miatt.
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Ha valamely A C X mellett p (A) = 0, akkor minden M € P (X) esetén p (M) < p(MNA) +
(M N AS) < pu (M), tehat p (M) = pu (M N A) + p (M N A€) is teljesiil.
Lattuk méar, hogy i additiv, ezért fenti jeloléseket hasznélva

Zu ft (Bn) = pu(Bn) < p(A) = fi (A)

egyenlGtlenség fennall minden N természetes szam mellett. Ebbdl persze a i szuperadditivitasa
méar kovetkezik, és mivel i egy kiils6 mérték megszoritdsaval van definidlva ezért nyilvanvaldoan
szubadditiv is.

Legyen most B C A € A, és i (A) = 0. Ekkor a kiils§ mérték monotonitésa szerint p (B) = 0
is fennall, tehat a mar bizonyitottak szerint B € A, is teljesiil. Ez éppen azt jelenti, hogy i teljes
mérték az A, o-algebran. d

1.8.7 Tétel. (4. lépés, kiterjesztési tétel)
Legyen P egy félgyiri és p : P — Ry mérték. Jelolje p* a p generdlta kiilsé mértéket, amely
az egész hatvdnyhalmazon van értelmezve. Jelolje A,~ a Caratheodory értelemben p* mérhetd
halmazok o-algebrdjat. Ekkor P C A .

Bizonyitas.

Elegend6 meggondolnunk, hogy P C A,-. Legyen A € P a tovabbiakban rogzitett. Vilagos, hogy
tetszoleges M mellett p* (M) < p* (M NA) + p* (M N A°) hiszen p* szubadditiv. Amennyiben
w* (M) = 400 lenne, akkor készen is vagyunk. Ha p* (M) < oo, akkor meg kell mutatnunk, hogy
p (M) > p* (M N A)+ p* (MnA°). Legyen tehat M C U, Ay, ahol A, € P és Y n(A,) < .
Persze ekkor M N A C U,, (4, N A) egy P-beli halmazokbdl allo lefedés ezért p* definicioja miatt

o0
*(MNA) Z (A, NA).

Hasonléan M N A¢ C U, (A, N A4). Az A, \ A alaka halmazok elgéllnak mint diszjunkt P-beli
halmazok egyesitése, ezért U, (A, \ A) el6all mint P-beli lefedés. Az r (P) generalt gytirtre kiter-
jesztett mértéket fi-pal jelolve

P (MNAY) < i (A, ~ A) i (A, N A)) i — (A, N A))
n=1 n=1 n=1
- i 1 (A, N A)).

Itt kihasznaltuk a gytrin értelmezett mérték szubtraktivitasat, ami fennall i (A4,) = p(An) < 0o
szerint. Az el6z6 két kiemelt sort Gsszevetve és kihasznalva, hogy a >, u (A, N A) sor konvergens
azt kapjuk, hogy

(o) o0 o0
(M 0 A) + p* (M N A%) Z (A MA) + > (1 (An) = p(An N A) =D u(Ayn)
n=1 n=1 n=1
fennall minden M C U, A,, P-beli fedés mellett, tehat p* (M N A)+p* (M N A°) < p* (M) valoban
teljestil. O

1.8.8 A Cartheodory-féle kiterjesztési eljardson az alabbi eljarast értjiik. Tekintsiink egy P C P (X)
félgytirtin értelmezett p mértéket. Lattuk, hogy ez kiterjeszthets egy az egész hatvanyhalmazon
értelmezett p* kiils6 mértékké. Jelolje A, az ezen p* kiils6 mérték szerint Caratheodory érte-
lemben mérhet§ halmazok rendszerét. Tudjuk, hogy A« egy a P félgytrtt tartalmazé o-algebra.
Jeldlje [t a p*-nak erre az A« o-algebrira valé megszoritasat. Lattuk, hogy fi egy o-additiv hal-
mazfiiggvény és az (X, A+, i) teljes mértéktér, és persze i a p kiterjesztése.
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Az el6z6 tételek nyilvanvald kovetkezménye, hogy egy félgytirtin értelmezett mérték teljes mérték-
ként kiterjeszthetd a félgytiri altal generalt o-algebrara is, csak a fenti i mértéket kell a generalt
o-algebréra leszoritanunk.

Felmeriil a kérdés, hogy a lehet-e esetleg mas modszerrel mésfajta mértékkiterjesztéseket gyar-
tani. Gondoljunk arra, hogy a Fubini-tétel bizonyitdsakor mar kiterjesztettiink egy a szorzat fél-
gytiriin értelmezett szorzat mértéket a generalt szorzat o-algebrara. A kérdés, hogy mi a kapcsolat
a két kiterjesztés kozott? Az alabbiakban erre a kérdésre adunk valaszt. Azt fogjuk kapni, hogy
o-véges esetben minden, a generalt o-algebréig terjed mértékkiterjesztés ugyanazt az eredményt
adja, mint a fent megismert Caratheodory-féle kiterjesztési eljaras.

Allitas.
A kiterjesztési eljardsban definidlt i a P félgydrin értelmezett mérték mazximdlis kiterjesztése o (P)-
re azaz, ha v egy mdsik mérték o (P)-n, melyre v = p a P-beli halmazokon, akkor v < [i.

Bizonyitas.

Legyen tehat E € o (P) rogzitve. Amennyiben p* (E) = oo ugy készen is vagyunk. Ha van
E-nak E C U,A, befedése melyre A, € P és > nu(A,) < oo teljesiil, akkor a v mérték o-
szubadditivitasa miatt v (E) < v (UpAy,) < Y, v(An) = >, u(An). Ez épp azt jelenti, hogy
v(E) < 1 (E) = i (E). 0
Definicié. (o-véges mérték)

Legyen P eqy félgyiri és p eqy mérték P-n. Azt mondjuk, hogy a p mérték o-véges mérték, ha
léteznek X,, € P halmazok, melyekre X = U2 1 X, és u(X,) < o0.

Vilagos, hogy a fenti definiciéban azt is feltehetjiik, hogy az X,, halmazok egymaéstol diszjunktak.
(P felgytirtd.)

Tétel. (Unicitas)

Legyen a P félgyirin definidlt i mérték o-véges. Ekkor a fent definidlt i a p-nek egyetlen mér-
tékkiterjesztése azaz, ha v egy mdsik mérték o (P)-n, melyre v = p a P-beli halmazokon, akkor
vV =[.

Bizonyitas.

Els6 lépésként tegyiik fel, hogy E € o (P) olyan halmaz, melyhez létezik egy A € P, melyre E C A
és u(A) < oo. Ekkor A=EU (AN E) és v < p* miatt

v(A) =v(E) +v(A~ E) < i (E) + i (A~ E) = i (A) = i (A).

No de a P-beli halmazokon a p és a v mértékek azonosak, ezért v (E) + v (AN E) = p* (E) +
u* (AN E). Kihasznélva, hogy a baloldalon két véges szam Gsszege szerepel azt kapjuk, hogy

0= (1" (B) — v (E)) + (1" (A~ B) —v (A~ B)).

Ez viszont azt jelenti, hogy 0 szamot eldallitottuk két nem negativ szam osszegeként, tehat i (F) =
w* (E) = v (E).

Most tegyiik fel, hogy E € o (P) tetszbleges halmaz. Mivel p o-véges a P-n, ezért léteznek
diszjunkt A,, halmazok, melyekre u(A4,,) < o0 és X = U, A,,. Vilagos, hogy E = U, (ENA,) és
az el6z6 pont szerint i (ENA,) = v(ENA,). Kihasznalva i és v o-additivitasat kapjuk, hogy
v(E)=0(FE). O

Lebesgue-mérték

Alkalmazzuk a kiterjesztési eljarast, a kovetkezs specidlis esetben: X = R, P a balrol zart jobbrol
nyilt korlatos intervallumok félgytje, 1 = A, ahol A ([a, b)) = b — a. Nem nehéz megmutatni, hogy
evvel a definicioval A valéban egy mérték a P félgytirin.
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Definicié. (Lebesgue-mérhets halmazok és Lebesgue-mérték)

Legyen P balrol zirt, jobbrél nyilt korldtos intervallumok félgyirije, N : P — Ry a hosszisdg
fiiggvény. Ldttuk, hogy X mérték a P félgyirin. Jelolje \* a X generdlta kiilsé mértéket, amely az R
egész hatvdnyhalmazdn van értelmezve, jelolje A a Caratheodory értelemben N\* mérhetd halmazok
o-algebrajat és X a \*-nak a A-ra valé megszoritdsdt.

A Fkiterjesztési tétel szerint P C A, és A(E) = A(E) minden E € P-re, tehdt a balrdl zdrt
jobbrol nyilt intervallumok félgydrijén értelmezett hosszisdg fiigguényt kiterjesztettik egy ezt a
félgyirit tartalmazo teljes o-algebrira. A A o-algebrdt nevezzik a Lebesgue-mérhetS halmazok
o-algebrdjinak. Jeldljik az eqyszeriség kedvéért tovabbra is \-val a kiterjesztett halmazfiiggvényt
és nevezziik ezt Lebesgue-mértéknek.

Vilagos, hogy B C A, ahol B az R Borel-halmazait jeloli. Megmutathat6 (ez nehéz), hogy B
elemeinek szama kontinuum, de A ekvipotens R hatvanyhalmazaval. (Cantor halmaz Lebesgue-
nullmérték és kontinuum szamossagi, ezért a hatvanyhalmazédnak minden eleme a teljesség miatt
mérhets)

A kiterjesztési eljaras ujragondolasaval kapjuk a kovetkezs allitast:

Allitas. (Lebesgue-mérték eltolas invarians)
A Lebesgue-mérték eltolds invaridns, azaz minden E € A esetén x + E € A, és

Az + E) = \(E).

Ennek segitségével a kivalasztési axiéma lehetGséget ad annak megmutatasara, hogy a Lebesgue-
mérhet6 halmazok halmaza nem teszi ki az R egész hatvanyhalmazat.

Allitas. (Példa nem Lebesgue-mérhets halmazra)

Definidljuk az aldbbi ekvivalencia reldciot a (0,1) intervallumon. (x,y) € R pontosan akkor, ha
x—1y € Q. Legyen E az intervallum azon pontjainak halmaza, melyeket igy kapunk, hogy minden
ekvivalencia osztdlybol kiveszink egyetlen elemet. Ez a halmaz nem Lebesgue-mérhetd.

Bizonyitas.
Megmutatjuk, hogy
(Oa 1) g UTG(O,I)QQ (’I" + E) g (_17 2) )

ahol a kozépen diszjunkt egyesités szerepel.
rseQr#s=(r+E)N(s+E)=@. Ugyanis r + e; = s + ez esetén (e1,e2 € E) r —s =
es —e1 € Q. Ez azt jelenti, hogy es és e; ugyanazon ekvivalenciaosztalybdl szarmaznak, tehéat
e1 = eg, azaz r = S, ami ellentmondaés.
-Vz € (0,1)-hez Ir € (0,1)NQ, hogy z € r+ E. Ugyanis Je € E C (0, 1), melyre z és e egymassal
ekvivalensek R szerint, azaz z —e = r € Q, tehat z = r + e. Masrészt r € (0,1) — (0,1) C (—1,1).
Ha tehat E Lebesgue-mérhets lenne, akkor az A = U,c(,1)ng (7 + E) halmaz is Lebesgue-
mérhetd lenne, hiszen a Lebesgue-mérték eltolas invarians, és A megszamlalhatéan sok Lebesgue-
mérhetd halmaz egyesitése. No de 1 < A (A4) < 3, masrészt A (A) = > 7 | A(E), ami vagy 0 vagy
400 lehet. Mindkét esetben ellentmondést kapunk. O
A Lebesgue-mértékkel kapott absztrakt integral elmélet egybeesik a klasszikus Riemann-féle
integralelmélettel olyan fliggvényekre, melyekre ez utébbinak értelme van:

Allitas. (Riemann-integralhaté fiiggvény Lebesgue-integralhaté is)
Legyen f egy korldtos és zart intervallumon értelmezett korldtos fiigguvény. Amennyiben f Riemann-
integralhato, akkor f € L1 és

b
[ tade= [ an
a [a,b]

ahol a bal oldal az f Riemann-integrdljat és a jobboldal az f-nek a A mérték szerinti integraljdat
jeloli.
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Most definidljuk R™-en a Lebesgue-mértéket. A definici6 egyik fontos eleme, a Fubini-tételrsl szolo
fejezetben a szorzatmérték definicioja utani megjegyzésben rejlik. Arrél van ugyanis szd, hogy a
A X A szorzatmérték mar definialt a

(Ax \) (Q)ﬁ/RA(Qx) dA<x>=/RA<Qy> dA ().

minden olyan () halmazra, amely eleme a A x A téglak generélta o-algebranak. Mivel a B Borel-
halmazok elemei a A Lebesgue-mérheté halmazoknak, és az R-beli Borel-halmazok n-szeres szor-
zata generalta o-algebra egybeesik az R™ nyilt halmazai generalta o-algebraval, ezért az R™ Borel-
halmazain az n darab egydimenziés Lebesgue-mérték zorzata mar mértékként definidlva is van,
a fent kiemelt képletet alkalmazva n-ig indukcidval. Azt is lattuk, hogy evvel a definicidval egy
szorzattégla esetén:

(AX .. X \) (H [ai,bi)) =117, (b; — a;).

Ez viszont azt jelenti, hogy amennyiben ez utobbi médon definidljuk csak a P szorzattéglakat tar-
talmazd félgytirtn az egy dimenzios A Lebesgue-mérték n-szeres szorzatat, akkor egyrészt mértéket
kapunk a P halmazrendszeren, masrészt alkalmazva a kiterjesztési eljarast és annak egyértelmti-
ségét, olyan kiterjesztett mértéket kapunk, amelyet az R™ Borel-halmazaira megszoritva, vissza-
kapjuk azt a mértéket, amelyet a Fubini-tétel segitségével definidltunk, de csak a A x A téglak
generalta o-algebran.

Definici6. (Lebesgue-mérhets halmaz és Lebesgue-mérték)

Jeldlje P az R™ balrdl zdrt jobbrél nyilt intervallumainak halmazdt. Vildgos P az n-szeres szorzata
az R balrdl zdrt jobbrol nyilt intervallumait tartalmazo félgyirinek, ezért maga is félgyird. A
Fubini-tétel halmazokra vonatkozo alakja szerint a

)\(n) (ﬁ [ai, bz)) = H?:l (bl — ai) .

=1

mddon definidlt halmazfiiggvény mérték P-n (is). Alkalmazhatjuk tehdt a kiterjesztési eljdrdst az
(R", P, )\(")) félgytrire. Azt kapjuk, hogy létezik olyan A" o-algebra melyre P C A és létezik
olyan tovdbbra is A el jelolt mérték kiterjesztése az eredeti mértéknek a A o—algebrdra, amely

teljes is. A A" o-algebrdt nevezziik az n-dimenziés Lebesgue-mérhets halmazok o-algebrdjinak
és a kiterjesztett A" mérteket pedig n-dimenziés Lebesgue-mértéknek.

Allitas. (Lebesgue-féle kiilsé mérték kiviilrél nyilt-regularis)
Jelolje \* a fenti definiciéban a P félgyirin értelemezett A térfogat fiigguény generdlta kilsd
mértéket, és A az n-dimenzids Lebesgue mérték. Ekkor minden B C R" esetén

A*(B) =inf{\(G) : BC G,G nyilt} .

Allitas. (Lebesgue-mérték regularis)
Jelolje (R™, A, \) az n-dimenzids Lebesque-mértéket. Ekkor minden M € A Lebesgue-méretd hal-
mazhoz és minden £ > 0-hoz létezik olyan G nyilt és F zdrt halmaz, hogy

F C M C G valamint (G N\ F) < e.

Definicié. (G5 és F, halmazok)
Ss halmaznak neveziink egy topologikus térbeli halmazt, amennyiben az elddll megszdmldlhatéan sok
nyilt halmaz metszeteként, és F,-nak, ha az elddll megszamldlhatoan sok zdart halmaz egyesitéseként.
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Allitas.
Jelolje (R™, A, \) az n-dimenzids Lebesgue-mértéket. Minden M € A Lebesgue-mérhetd halmazhoz
létezik eqy G halmaz amely Gs és létezik valamely F halmaz, amely F, és

F C M C G, valamint A (G~ F) = 0.

Allitas.
Az n dimenzids Lebesque-mértéknek a Borel-halmazokra vald megszoritisinak teljessé tételével
kapjuk az n-dimenzios Lebesque-mérhetd halmazokat és az n-dimenzids Lebesque-mértéket.

Az el@bbiek szerint, kiterjesztési eljaras nélkiil is definidlhat6 lenne a az n-dimenzios (n > 1)
Lebesgue mérték a Fubini-tétel segitségével a kovetkezd két 1épésben. Az elsG 1épés a halma-
zokra vonatkozo Fubini-tétel, amivel defiidltuk a az egy dimenzios Lebesgue-mérték szorzatit az
R” Borel-halmazaira. Masodik lépésként teljessé tessziik az igy kapott mértékteret. Igy a Borel-
halmazoknak e mérték szerinti teljessé tétele az n-dimenziés Lebesgue-mérhets halmazok halmaza,
és a teljessé tett mérték, az n-dimenziés Lebesgue-mérték.

A Lebesgue-mérték regularitdasanak kovetkezményei

Emlékezziink az elemi analizisb6l, hogy egy (X, 7) topologikus téren értelmezett valds értékd
fliggvényt alulrél félig folytonosnak neveztiink, ha minden o € R mellett az

{reX: f(x)>a}
halmaz nyilt, és hasonléan feliilrél félig folytonosnak, ha az
{reX: f(z)<a}

halmaz nyilt. A legegyszertibb példa a.f.f. fliggvényre egy nyilt halmaz karakterisztikus fliggvénye,
f.f.f. fliggvényre pedig egy zart halmaz karakterisztikus fiiggvénye. Egy a.f.f. fliggvény —1 szerese
persze f.L.f. Az is kdnnyi, hogy a.f.f. fiiggvények supremuma is a.f.f., valamint f.f.f. fliggvények
infimuma is f.f.f.

Allitas. (Vitali-Caratheodory)
Legyen f € L1 (R™, A, \), és e > 0. Ekkor létezik u a.f.f. és v f.f.f., hogy

vgfguvalamint/ (u—v) d\ <e.

n

Definici6. (er6sen abszolat folytonossag)
Azt mondjuk, hogy A erésen abszolut folytonos mérték a u-re nézve, ha

w(Ey) — 0= A(E,) — 0.
Allitas.

Legyenek \ és p mértékek M o-algebrin. Ha A (X) véges, akkor \ erdsen abszolit folytonossdga
ekvivalens \ < p-vel

Allitas. (Newton-Leibnitz-tétel)

Tegyiik fel, hogy f differencidlhaté minden x € [a,b] pontban, és a derivdlt figgvényre [’ €
Li ([a,b], A, \). Ekkor minden x € [a,b] esetén

f@=r@+ [ o
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Az L, Lebesgue-terek

Allitas. (Jensen-egyenlétlenség)
Legyen (2, , 1) egy valosziniségi mértéktér, azaz u () = 1. Ha f € L1 (2, , 1), és ¢ : R — R,

konvez fiigguény, akkor
o( [ ran)ss< [ ooran
Q Q
Bizonyitas.

Ismert, hogy a ¢ konvexitasa szerint tetszéleges ponthoz tartozé kiilénbségi hanyados fliggvény
monoton nd. Ebbdl kivetkezik, hogy minden régzitett ¢ € R-re a § = inf {% t<s e R}
jelolés mellett

¢(s) 2 o(t)+ 6 (s—1)
fennall minden s € R esetén. Alkalmazva ezt s = f (x) és t = [, f dp mellett, azt kapjuk, hogy
o (f(x)) > o)+ 6 (f (x) —t) amelynek integralasaval:

/Q¢Ofdu2¢(t)+ﬁ(t—t)-

Ezt kellett belatni. 0

Allitas. (Holder-egyenlétlenség)
Legyen 1 < p,q < +00, melyre l+l =1, valamint f,g : X — Ry nem negativ mérhetd fiigguények.

FEkkor s
/fgdu<</ f”du) (/ngdu)q

Allitas. (Minkowski-egyenl6tlenség)
Legyen 1 < p valamint f,g: X — Ry nem negativ mérhetd fiiggvények. Ekkor

Pd Pd ’ 9d %.
/X(f+g) u§</xf u> +</Xg u)
Bizonyitas.

A p = 1 esetben az allitas nyilvanvald, egyébként legyen ¢ > 1, amelyre % + % = 1. Tekintsiik

2 (f4+9)" = f(f+9)P " +g(f+g)P " felivast. Alkalmazva f (f + )’ " szorzatra a Holder-
egyenl6tlenséget azt kapjuk, hogy

/ PO dp
X

</Xf”du>%+</x(f+g)ml) du>q
(/)(f”du);Jr(/X(erg)pdu);-

Hasonléan az f helyett g-t és g helyett f-et gondolva azt kapjuk, hogy:

/Xg(ngf)’F1 duS(/Xg”du)%Jr(/X(gij)pdu)

Osszeségében tehat

fissaras (foor )’ (o) (o))

IN
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1

Amennyiben 0 < [ (f +¢)" du < 400, ugy ([y (f +9)" du)? szammal osztva készen is va-

gyunk. Amennyiben fX (f +9) du =0, akkor f = g = 0 p-m.m, tehéat nincs mit bizonyitanunk.

Amennyiben pedig fX (f +9)" du = 400 lenne, gy az x — 2P fiiggvény konvexitasa szerint
p Py P

(%) < L9 tehat (f + g)f < 2071 (fP + gP). Bz szerint [, fPdp és [ gP dp koziil legalabb

az egyik +oo értéki. Ezt kellett belatni. d

Definicio. (Lp)
Legyen p > 1 rogzitett valds szam, és (X, M, u) mértéktér. Tekintsik a kivetkezd vektorteret

LP(X,M,N)'{f:XHE: f mérhetd, / |f|pdu<+oo}
b's

Vildgos, hogy [y |f|” du = 0 pontosan akkor, ha f (x) = 0 p .m.m. x € X esetén. Ha L° jeljli
azon mérhetd figguényeket amelyek a konstans 0 fiigguénytdl csak egy a p-re nézve nullmértéki
halmazban kiilonboznek, akkor vildgos, hogy L° a fenti LP térnek altere. Jelilje L, az L), térnek
ezen L0 altere szerinti faktorterét, azaz

Ly (X, M, 1) = L, (X, M, ) /L0 (X, M, )

Ez azt jelenti, hogy L, elemei olyan ekvivalencia osztdlyok, hogy az egyes ekvivalencia osztdlyok
olyan mérhetd figguényekbdl allnak, melyek egymdstol csak nullmértékd halmazban kildnbéznek.
Tovdbbra is f-el jelolve azt az ekvivalencia osztdlyt, amely az [ fliggvényt tartalmazza

1y, = (/X G du)p-
Definicié. (L)

Jelolje Lo (X, M, 1) azon f mérhetd figgvények halmazdt, melyekhez létezik A mérhetd, nullmér-
téki halmaz, hogy sup x4 |f| < +o0. Vildgos, hogy Lo (X, M, 11) is vektortér, melynek LO altere.
Az Loo (X, M, p1)-nek az L° szerinti faktorterét nevezziik Lo, (X, M, 1) térnek. Definidljuk f € Lo

ekvivalencia osztdly esetén
f = inf sup |f].
(FAP (A)=0 ] | ]

Allitas.
Legyen f € Loo (X, M, 1) . Ekkor

£, =min{K >0:p({zeX:|f(x)>K})=0}.

Allitas.
Legyen tetszileges 1 < p < +oo mellett, f,g € L, (X, M, ). Ekkor fg € L1, mert

Ifgll, <A1z, -9l -

Tovdbbd
If+all, <Ifllp, +lgllz,

Kovetkezmény.
Az (Lp (X, M, p), ||HLP) normdlt tér, tetszoleges 1 < p < 400 mellett.

Allitas. (Riesz-Fischer)
Az (Lp (X, M, ), ||HLP) normdlt tér, tetszéleges 1 < p < 400 mellett teljes, azaz Banach-tér.

Bizonyitas gyanant elgszor az tugynevezett Riesz-lemma.
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1.11.10 Lemma. (Riesz)

1.11.11

Az L, tér (1 < p) tetszdleges Cauchy-sorozatinak létezik majdnem mindenitt pontonként konver-
gens részsorozata.

Bizonyitas.

Az adott (fn),cn Lp-beli sorozatnak legyen (fy,),cy Olyan részsorozata, amelyre

1
||f”k+1 - f”kHLp < ok’
Jeldlje
K 0o
gK = Z |fnHl — fnk| valamint ¢ = Z ‘anl - fnk‘ -
k=1

k=1

Vilagos, hogy ||9K||Lp < 1, tovabba gh, — g pontonként (K — c0), ezért a Fatou-lemma miatt

9P du = lim g% dp <lim inf ghdp <lim inf |ggl|l; <1.
X x K—oo K—oo [ x K—oo p

Azt kaptuk tehat, hogy a gP € Ly, ezért e fliggvény p-m.m. véges, amit ugy is fogalmazhatunk,
hogy

Z (fnk+1 - f’l’lk)

k=1

fliggvénysor p-m.m. abszolat konvergens. Az abszolit konvergencia viszont maga utén vonja a kon-
vergenciat, ezért ha sx = Y1, (farsr — fur) jel6li a K-adik részletdsszegeket, akkor az (sx )5,

fliggvénysor py-m.m. pontonként konvergens, igy az

f'm + 5K = fn1 + (fn2 - fnl) + (fns - fn2) +..+ (an+1 - an) = an+1

fliggvénysor is, ergo maga az (f,, ) g, fliggvénysor is y-m.m. pontonként konvergens. O
Most nézziik a Riesz-Fischer-tétel igazolésat:

Bizonyitas.

Legyen f,, € L, Cauchy-sorozat, és valasszuk ki a Riesz-lemma szerint 1étez6 részsorozatat, amely

majdnem mindeniitt pontonként konvergal egy f : X — R, fiiggvényhez. Megmutatjuk, hogy ez

a konvergencia Ly-ben is fennall. Vilagos, hogy olyan x € X esetén, amelyre f,, (z) — f (z)

@) = Jo @)F = 1m0 |, (2) = fu, (@)

fennall, minden rogzitett ny € N esetén, ezért a Fatou-lemma miatt

/|f_fnk| duglimirllf/|fm = fui " dpe

Kihaszndlva, hogy az eredeti f,, Cauchy-sorozat L,-ben, a fentib&l kénnyen kovetkezik hogy f,, —
f az L, tér metrikajabol is. Viszont, ha egy metrikus tér egy Cauchy-sorozatétnak van konvergens
részsorozata akkor az eredeti sorozat is konvergdl a részsorozat hatarértékéhez. d

Definicié.

Tetszdleges 1 < p < +o0 mellett jeldlje

= (Lo (XM 0), [, ) -

Vildgos, hogy 1, elemei azon (an),cy sorozatok, melyekre Yoo lanl” < oo, és egy ilyen a

(an)pen SOTOZAL MOTMAjA:
oo »
llall,, = (Z |an|p> -
n=1
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A p = +oo esetben lo, elemei azon (an),cy sorozatok, melyekre sup,cylan| < oo. Egy ilyen
a = (an),cy SOTOZAL NOTMAjA:

lall,.. = sup |an].
neN

Gondoljuk meg, hogy a fejezet elején konvex fliggvényekre bizonyitott Jensen-egyenlGtlenség,
valoban az elemi analizisb6l jolismert diszkrét Jensen-egyenlStlenség altalanositésal

Kis funkcional analizis a Radon-Nikodym tételhez

A fejezetben csak R feletti vektorereket vizsgalunk, de kénnyi utana gondolni, C feletti vektror-
terekre valamennyi allitas igaz marad. Erre akkor lenne sziikség, ha X — C fliggvények integra-
lelméletével is foglalkoznéank.

Definicié. (Hilbert-tér)

Egy (X, (-,-)) skaldrisszorzatos teret Hilbert-térnek neveziink, ha a ||z|| = /{x,z) normdval az
(X, ||]]) normadlt tér teljes.

Vilagos, hogy Az (L (X,M, ), |-l ;,) a Riesz-Fischer-tétel miatt Hilbert-tér, hiszen az

()= [ 1-gax

olyan skaldrisszorzat, hogy az dltala indukilt norma, megegyezik [-||,, norméval.

Allitas.
Legyen (X, (-,-)) Hilbert tér, és K C X egy nem iires konvex zdrt halmaz. Ekkor létezik egyetlen
v € K pont, amelyre minden u € K mellett ||v|| < |lull .

Bizonyitas.
Legyen o € R, amelyre o = inf {||u|| : w € K} . Vilagos, hogy létezik u,, € K sorozat, amelyre

|lun] — «. (1.1)
Megmutatjuk, hogy u,, Cauchy-sorozat:
2 2 2 2
(i = ||™ =+ [lus 4wyl = 2 flual|” + 2 [|uy]l

. . , 1 , 1 .
a paralelogramma szabély szerint, igy ezt su; és ju; -re felirva

1 2 1 2 2 Ui + Uj
7 =l = 5 (sl + ) = | =52
ami K konvexitasa miatt azt jelenti, hogy
1 2 _ 1 2 2
2l =l < 5 (hal + s)1?) - a2, (12)

amibgl (1.1) miatt valoban kévetkezik, hogy u, Cauchy sorozat. A Hilbert tér teljessége miatt
viszont létezik v € X, amelyre

Up — U,

de K zartsaga szerint v € K is teljesiil. A norma leképezés folytonossaga miatt

l[unll = ol
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tehat
[v]| = e

ami azt jelenti, hogy v valéban minimaélis hossziséagu pontja K-nak. Az egyértelmiiség indoklasahoz
legyenek vy, vy € K olyan pontok amelyre

[or] = = [lvz]]

Az (1.2)-ot Gjta szamolva azt kapjuk, hogy

1 1
Z o= v * < 5 (o> + ozl *) = a* = 0
tehat v; = vo azaz a legkisebb pont egyértelmd is. d

Lathato, hogy amennyiben M egy zart altér a Hilbert-térben, akkor tetszéleges © € X mellett az
x + M halmaznak a 0-t6] valé tavolsadga azonos az x pontnak az M halmaztdl vett tavolsagéaval.
Ugyanis u € z + M mellett:

lu| =inf {|lv|| :vexz+ M} =inf{[lx+m| :me M} =inf{|lx—m|:meM}=d(z,M)

Allitas.

Legyen (X, (-,-)) egy Hilbert-tér, M C X pedig egy zdrt altér, x € X egy tetszéleges pont. Az el6zd
dallitas miatt létezik egyetlen pontja az M halmaznak, amely x-hez legkozelebb van. Ezt a pontot
nevezzik az x-nek az M-re vonatkozé merdleges vetiiletének és pys (x)-el jeloljik. Magyarul:

pym () € M, amelyre ||x — py (z)|| = inf {||lz —v|| : v € M}.
Minden x € X mellett az x — ppr (z) vektor merdleges M altér minden elemére.
Bizonyitas.

Legyen z = © — pys (x) és y € M olyan vektor, amelyre |ly|]| = 1. Ekkor tetszéleges o € R valos
szam esetén

121 = lle = par (@)[* < |z = par () — ay[|* = ||z — ayl® = ||z - 20 (2, 9) + a*.
Valasszuk meg most az o szamot o = (z,y) médon. Igy a fentiek szerint
0< —20% +a® = —a?
Azt kaptuk tehat, hogy minden y € X |ly|| = 1 esetén (z,y) = 0. Ezt kellett belatni. O

Tétel. (Hilbert-tér felbontasi tétele (Riesz))
Legyen (X, {-,-)) egy Hilbert-tér, M C X pedig egy zdrt altér. Ekkor

Mo M+ =X.

Bizonyitas.
Vilagos, hogy M= is (zart) altér, amely diszjunkt M-t6l. Amennyiben x € X egy rogzitett vektor,
akkor

z=pum (z) + (. —pm (2)).

Node pys (z) € M a projekci6 operator definicioja miatt és z — pas (z) € M+ is teljesiil az el6z6
allitas szerint. O

Emlékezziink arra, hogy egy normalt térek kozott értelmezett linedris operator folytonossaga
ekvivalens a 0 pontbeli folytonossagéval, és avval, hogy létezzék olyan K szam, melyre ||Az| <
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K ||z|| az értelmezési tartoméany minden x elemére. Ebben az esetben egy A lineéris operatornak
az operdtor normdjat az alabbi ekvivalens moédon definialtuk

[All = sup{[|Az|: 2 € X |[z]| <1}
= min{K € Ry : [|Az|| < K ||z||} .

Lattuk azt is, hogy evvel valéban norma fliggvényt definidltunk, a két normalt tér k6zott definialt
linearis operatorok vektorterén, amely az itt bevezetett normaval teljes is, feltéve, hogy a képtériil
szolgélé normaélt tér teljes.

Allitas. (,Példa, Hilbert-téren értelmezett folytonos linearis funkcionalra)
Legyen (X, (-, -)) skaldrisszorzatos tér, valamint y € X egy tetszdleges elem. Ekkor a ®, (x) = (z,y)
linedris funkciondl folytonos, és az operdtornormdjdra

[yl = [lyll -
Bizonyitas.
|®y ()] < |ly|| minden = € X mellett fennall, tehat | @] < |y||, és @, (”—z”) = |ly||, ezért
12,1l = |ly|| valoéban teljesiil. O

Most megmutatjuk, hogy a fenti alakun kiviil nincs is méas folytonos linaris funkcional egy
Hilbert-téren

Tétel. (Hilbert-téren értelmezett folytonos lineris funkcionalok reprezentacidja (Riesz))
Legyen (X, ||-||) egy Hilbert-tér, valamint ® egy folytonos linedris funkciondl X -en. Ekkor létezik
egyetlen olyan y € X vektor, amelyre

P (x) = (z,9)
minden x € X esetén.
Bizonyitas.
Valasszunk egy z € (ker <I>)l -beli pontot, amely kiilénbozik a 0 vektortél. Mivel ker @ zart altér
ezért (ker ®)" = {0} csak gy lehetne, ha ® = 0. Tekintsiik tetszGleges 2 € X mellett a

O(x)z—P(2)x €ker®

vektort. Vildgos, hogy (® () z — @ (2) x, z) = 0, ezért ¢ (z) = <:v, ﬁjﬁg x> .
Az egyértelmiiséghez, ha y; és ys ilyen vektorok, akkor tetszéleges x € X mellett (z,y; — y2) =0,
ezért specidlisan x = y; — yo mellett is ||y; — yg||2 =0. O

Lebesgue felbontési tétele és a Radon-Nikodym-tétel

A kovetkezd allitasokban fontos, hogy a szereplé mértékek negativ halmazt is felvehetnek.

Definicié. (halmazra koncentralt mérték)
Legyen X egy eldjeles mérték az (X, M) mérhetd téren és A € M mérheté halmaz. Azt mondjuk,
hogy A az A-ra koncentrdlt mérték, ha

ME)=A(ENA)
minden E € M mellett.

Amennyiben a A elGjeles mérték Bj-re és Ba-re is koncentralt akkor By N Bg-re is, hiszen \ (E) =
A(ENB;) =X(EN By N Bsy). Tovibba ha A a B halmazra koncentralt és B C D mérhetd halmaz,
akkor A el6jeles mérték a D-re is koncentrélt, hiszen A(END) = A(ENDNB) =A(ENB) =
A(E).
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Definicié. (szingularis mérték)

Legyen A1 és Ay eldjeles mértékek az (X, M) mérhetd téren. Azt mondjuk, hogy A1 €s Ao egymdsra
nézve szinguldrisak, ha létezik By és By diszjunkt mérhetd halmazok 1igy, hogy \1 a Bi-re és A2 a
Bs-re koncentrdlt. Ezt A1 1 \s mddon jelélyik.

Allitas.

Legyenek A1, \o és p eldjeles mértékek. Ekkor fenndllnak az aldbbi implikdciok.
AL << és )\2<</L§(>\1+)\2) < W5

c AL és AaLlp = (A4 A2) Ly

. )\1L,U €s Ao K n = A1l g

ALpés A< u=A=0.

Bizonyitas.

Az elsg allitas nyilvanvald. A mésodikhoz legyen A1 a By-re, u a Cq-re koncentréalva ahol B1NCy =
;5 tovabba A2 a Bs-re, u a Ca-re koncentralva valamint B, N Cy = &. Legyen B = B; U By és
C = (C7 N Cs. Vilagos, hogy A1, A2 a B-re igy A1 + Ay is B-re koncentrélt, tovabba u a C-re
koncentralt. Node BNC = (B1NC)U(B2NC)=0.

A harmadik allitds indoklasahoz is legyen Ay a B-re és u a C-re koncentralva, ahol BN C = @.
Eszerint p (ENB) =pu(ENBNC) = pu(@) =0, igy az abszolut folytonossag miatt Ao (E N B) =
0. Ez viszont azt jelenti, hogy minden E € M mérhetS halmazra As (E) = A2 (EN B°), tehat Ag
a B¢ halmazra van koncentralva.

Az utols6 allitas az el6z6 kovetkezménye, mivel ekkor AL\, ami csak ugy lehet, hogy \ az @-ra
van koncentralva, tehat az azonos zéré mérték. O

Allitas.
Legyen az (X, M, p) véges mértéktéren g € Ly (X, M, p) amelyre

{ﬁ/}ﬂgdu;fjem,u(]ﬂ)w}Q[a,b]-

Ekkor p-majdnem minden x € X esetén g (z) € [a,b], azaz pp({z € X : g(2) ¢ [a,b]}) = 0.

Bizonyitas.

Valasszuk eldszor az r € R és € > 0, szamokat tugy, hogy B° (r,2¢) N [a,b] = @. Legyen E, . =
h=1(B° (r,e)). Ha u(E,.) # 0, akkor ‘m]EMgdufT < mem lg —r| du < ¢ azaz
m fEa gdu € B(r,e), ami ellentmond r ¢és e vilasztasanak, hiszen m fEa gdu € [a,b].
Azt kaptuk tehat, hogy p(E,.) =0. No de az {x € X : h (z) ¢ [a,b]} halmaz lefedhetd megszam-

lalhatoan sok E, . alakd halmaz segitségével. d

Teétel. (Lebesgue féle felbontasi tétel, Radon-Nikodym-tétel, Neumann Janos bizonyitasaval)
Legyen X és i véges, nem negativ mértékek az (X, M) mérheté téren. Ekkor
- Létezik egyetlen A\, és A\s mem negativ mérték, amelyre

Ao K Wy, AsLp tovabba Ay + A = X

- Létezik egyetlen h € L1 (X, M, p) fiiggvény, hogy minden E € M mérhetd halmaz esetén

Mo (E) = /Ehdu.

Bizonyitas.
Legyen ¢ (E) = A(F) 4+ p(F) minden E € M esetén. A monoton konvergencia tételt harom-
szor alkalmazva, kapjuk, hogy minden nem negativ mérhets f fliggvényre és minden E mérhetd

halmazra [, fde = [, fdX\+ [, fdp.
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Az (X, M, ¢) egy véges mértéktér. Definidljuk tetsz6leges f € Lo (X, M, @) esetén az alabbi
D Ly (X, M, ) — R fiiggvényt:

#(f)= [ sar
A Holder-egyenlStlenség szerint
‘/f'ldA‘S/ lovans ([ o) VA
X X X
J AP o /AT = AT Wl

@ ()]

IN

Egyrészt a A végessége miatt minden f € Lo (X, M, ) esetén @ (f) véges, tehat valoban @ :
Lo (X, M, ») — R linearis funkcionél, masrészt a fenti egyenlGtlenség azt jelenti, hogy @ egy foly-
tonos linaris funkcional az Lo (X, M, ) Hilbert-téren (Riesz-Fischer-tétel). Tudjuk, hogy Hilbert-
téren értelmezett folytonos linearis funkcionélok, egy rogzitett elemmel vald skalarisszorzatként
allnak els. Létezik tehat egy g € Lo (X, M, ) fliggvény, melyre minden f € Ly (X, M, ) esetén

/deA=/ngd<p- ()

Most megmutatjuk, hogy olyan g € Lo (X, M, ¢) fiiggvény is van, melyre a fenti (}) igaz, és
g (z) € [0,1] minden = € X esetén. Ha ugyanis (f)-et felirjuk minden f = x karakterisztikus
fliggvényre, akkor azt kapjuk, hogy

A(E)=/Egd<,0,

ezért minden E € M mérhetd halmazra, amelyre ¢ (E) # 0

1 1
12@)\(E):m/]5gd<p20.

Ezek szerint ¢ ({z € X : g(z) ¢ [0,1]}) = 0, tehéat egy w-nullmértéki halmazon megvaltoztathat-
juk a g-t ugy, hogy ¢ (z) € [0, 1] mar minden pontban teljesiiljon és (}) is igaz maradjon.
Legyenek most

A={reX:0<g(z)<1l} ésB={reX:g(x)=1}.

Vilagos, hogy A és B diszjunkt mérhet6 halmazok, melyeknek egyesitése az egész X. Definidljuk
a kovetkezd A\, és \; mértékeket:

Ao (E) = A(ENA) valamint A\s (E) = A (EN B).

Vilagos, hogy A, és A\s nem negativ mértékek, melyekre az A U B = X miatt A = A\, + As.
Megmutatjuk, hogy As Lu. A As; mérték a definicidja szerint B-re koncentralt. De

)\(EﬁB):/ gdp=9(ENB)=A(ENB)+u(ENDB),
ENB
ezért u(F N B) = 0, minden E € M mellett, ami azt jelenti, hogy p a B-t8l diszjunkt B = A
halmazra van koncentralva. Tehat A; Ly valéban fennall.

Megmutatjuk, hogy A\, < p. Ehhez taldlunk h € Ly (X, M, u) fliggvényt, melyre A\, (E) =
I} » hdu, ami bizonyitja is mindkeét &llitas egzisztencidra vonatkozo részét. ElGszor atirjuk (f)-et:
Jx fax= [y fgde = [y fgd\+ [y fgdpu, azaz

[ a9 ar= [ foan
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Alkalmazzuk ezt az f = xp (1 4+ g+ ... + ¢™) nem negativ korlatos fiiggvényre. Azt kapjuk igy,
hogy minden E € M mérhets halmaz esetén és minden n € N természetes szamra

/l—g”Hd)\:/g+g2+...+g”+1du. (1)
E E

A bal oldalt szamolva: [, 1— g™t d\ = [, ,1— g™ d\, hiszen B pontjain g éppen 1. Az z € A
esetén viszont g (z) < 1, ezért az 1 — g"*! (z) sorozat monoton névekeddleg tart 1-hez, ami a mo-
noton konvergencia tétel miatt azt jelenti, hogy (f) baloldala tart a A (E N A) = A, (A) szamhoz.
A jobb oldalt szamolva: legyen h, = g + g% + ... + ¢"7! nem negativ korlatos fiiggvény. Vilagos,
hogy a (hn),,cy fliggvénysorozat monoton névekeddleg tart valamely h mérhets nem negativ fiigg-
vényhez, és a monoton konvergencia tételt ujra hasznalva azt kapjuk, hogy [, hndp — [, hdp,
ami azt jelenti, hogy X\, (E) = [}, hdp valoban fennall. Mivel [, hdu = A\ (X) = XA (B) < oo,
ezért h € Ly (X, M, u) is teljesiil.

Csak az unicitasok igazolasa van hatra: Tegyiik fel, hogy A elgall A = )\; + )\; alakban is. Ekkor
atrendezve )\; — Ao = A — A

. ahol a bal oldalon és a jobb oldalon is egy-egy elGjeles mérték
szerepel, amely egyrészt abszolut folytonos, mésrészt szingularis is p-re, tehat )\; = Aq €8 )\; = As.
Amennyiben létezne g € L1 (X, M, 1) nem negativ fiiggvény, hogy A\q (E) = [, g du, akkor minden
E € M mérhets halmaz esetén [, h — gdu = 0, amib6l valoban kivetkezik, hogy h (z) = g (x)
p-majdnem minden © € X estén. Ez azt jelenti, hogy h és g az Lo (X, M, 11) tér azonos ekvivalencia

osztalyat képviselik. O

Az el6z6 tétel kiterjeszthetd arra az esetre amikor mindkét mérték o-véges, és arra az esetre is
mikor A komplex mérték, vagy A elGjeles meérték. Lasd a (1.14.8) pont uténi megjegyzést.

Jordan és Hahn felbontési tételei

Legyen A valamely M o-algebran értelmezett komplex mérték, azaz A : M — C, melyre
o0
AMURZE,) =) A (Ey)
n=1

minden megszamlalhaté diszjunkt (E., ),y halmazsorozat esetén. Vilagos, hogy a fenti definicio
egyrészt &ltaldnosabb mint a szokdsos nem negativ értéket felvevé mérték definicidja, masrészt
pedig megszoritasa annak, hiszen a A (F) = 400 esetet ez nem tartalmazza. Azt is latni kell, hogy
a fenti definicio szerint a »_ >~ | A (E,) sor minden &trendezésének is konvergensnek kell lennie,
ami véges dimenzidban épp az abszolut konvergencidval ekvivalens, teh4dt minden FE,, diszjunkt
halmazsorozatra Y .-, | (E,)| is konvergens.

Az aldbbiakban azt a technikat ismertetjiik, hogy hogyan lehet egy ilyen komplex — specialis
esetben valds, de véges — mérték szerinti integralelméletet visszavezetni nem negativ véges mérték
szerinti integralelméletre. Az vildgos, hogy A komplex mérték elGall A = Ay + i)y alakban, ahol A\q
és Ao valos mértékek. Természetes gondolat lenne, hogy allitsuk el6 a A; valés mértéket a pozitiv és
negativ része kiilonbségeként, agyantugy ahogyan ezt fiiggvények esetén is tettiikk. Kénnyen lathaté
viszont, hogy egy mérték pozitiv része nem feltétlen o-additiv, ezért ez a gondolat egyenlére
zsdkutcanak bizonyul. Bevezetiink majd tetszéleges valés mértékhez két nem negativ mértéket,
amelyeknek kiilonbsége az adott elGjeles mérték. Ez a Jordan-felbontasi tétel.

Definicié. (mérték teljes valtozasa)
Ha A egy komplex mérték, akkor az

(oo}
I\ (E) = Sup{z IN(E,)|: E=UC B, E;NE; = @}
n=1

halmazfiigguény a X\ mérték teljes valtozasa.
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A fenti definici6 az alabbi feladattal motivalhat6. Adott A komplex mértékhez keressiik meg azt
a minimalis p nem negativ valés mértéket, melye

AE) < p(E). (1.3)

Azt mondjuk, hogy [ nem negativ mérték megoldasa ennek a feladatnak, ha |\ (E)| < 4 (E)
teljesiil minden E € M mellett és ha valamely p nem negativ valos mértékre (1.3) fennall, akkor
p< .

Meg fogjuk mutatni, hogy a |A| teljes véltozas a fenti feladat megoldasa.

Allitas.
Komplex mérték teljes viltozdasa nem negativ mérték.

Bizonyitas.
Trivi, hogy |p| (@) = 0. Legyen E = U2, E;, diszjunkt mérhetd halmazok egyesitése.
lu| () <37, |u| (E;) . Ugyanis, ha E = UA; diszjunkt egyesités, akkor

Sl =SS (A N E) = 303 I (4 N B < 3 Jul (B

De |u|(E) épp a fenti egyenlStlenség baloldalan 1évé halmazok szuprémuma, ezért |u|(E) <
> |l (E;) valéban fennall.

> 1| (Es) < |u| (E). Ugyanis legyenek a t; € R szamokra t; < |u| (E;) . A szuprémum definici-
6ja szerint léteznek A; ; (7 =1,2,...) egymastol duszjunkt halmazok, melyekre Zj | (Ai )| > ts.
De az E; halmazok diszjunktadga miatt az 6sszes A; ; halmaz is diszjunkt, ilyen médon egy parti-
ciéjat kapjuk E-nek. Erre persze

Dot <D n (i)l < |ul (B).

De ez minden t; < |u| (E;) valos szam mellett igaz, tehat >, |u| (£;) < |p| (F) valéban fennall. O

Vilagos, hogy ha adott egy nem negativ véges mérték, akkor ennek értékkészlete benne van egy
korlatos és zart intervallumban. Ehhez hasonlbéan az is igaz, hogy amennyiben adott egy komplex
mérték, ugy a mérték értékkészlete része egy zart kornek. Ez talan meglepd, hiszen A C B nem
implikalja |p (A)] < |u (B)|-t, ezért p(X) € C feltétel nem tiinik elegendének. Azt fogjuk majd
megmutatni, hogy minden E € M esetén |u (E)| < |p| (X) € R. Ebbdl az allitasbol mindenesetre a
le (B)| < |u| (F) egyenl6tlenség trivialis, és mivel |u| mérték igy elegendd belatni, hogy |u| (X) € R.

Ennek igazolasdhoz egy elemi lemma kovetkezik, melyhez csak a komplex szamok fogalma sziik-
séges:

Lemma.
Legyenek a z1,. .., zn, komplex szamok rigzitve. Ekkor ezeknek van olyan S C {z1,...,z,} részhal-

maza, melyre |3, cq 2| > 230 |z

Bizonyitas.
Az R? sik |y| > 2 térnegyedébe esé z komplex szamokra v/2Rez > |z|. Feltehetd, hogy ebbe
térnegyedbe esik az az S részhalmaz, melyre ) 2| > 13" 1 |2 Erre az S részhalmazra

Xes 7l 2 Re (X, e52) = 2., esRezi > 4—\1/5 Yimt |zl > 5 i Jal - b

Allitas.
Ha 1 egy komplex mérték, akkor |u| (X) < oo, azaz komplex mérték teljes vdltozdsa nem negativ
véges mértek.

Bizonyitas.
Elgszor azt mutatjuk meg, hogy amennyiben Y € M, |u| (V) = oo, tgy Y felbonthat6 diszjunkt
Y = AU B mérhet§ halmazok egyesitésére, hogy |1 (A)| > 1 és |u| (B) = oco. Mivel |u] teljes
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valtozas egy mérték, ezért ehhez elegendd belatni, hogy |p(A)| > 1 és |u(B)| > 1 is teljesiil.
Legyen t = 6 (1 + |u (Y)]). Vilagos, hogy létezik E; (i =1,...,n) véges sok diszjunkt halmaz,
melyre UE; C Y és

t<Z|N(Ez‘)|-

Van tehat olyan S részhalmaz, hogy ‘Ziesﬂ (El)‘ > %Z?Zl | (E;)|- Legyen A = U;cs E;. Ekkor

Z# (Ei)

i€S

n

1 t
> EZM(EM > %

=1

[ (A)] =

Ebb6l £ =1+ [u(Y)| > 1 miatt egyrésat [u(A)| > 1 kivetkezik, mésrészt B =Y \ A jeloléssel

ln(B) = lp(Y) = p(A)] = |p(A)] = | (V)] > % — (¥,

amib6l £ — | (V)| > 1 miatt | (B)| > 1 is fennall.

Tegyiik fel indirekt, hogy |u| (X) = oo. Ekkor X = A; U B; diszjunkt egyesitésként, hogy
| (A1) > 1 és |p| (B1) = oco. Alkalmazva az el6z6 gondolatot By-re kapjuk, hogy By = A; U Bs
diszjunkt egyesités alakban és |u(A2)| > 1, de |u|(B2) = oo is fennall. Az eljarast folytatva
olyan diszjunkt A,, halmazsorozatot kapunk, hogy minden elemre |u (A,,)| > 1, ami ellentmond a
> (Ay) sor konvergenciajanak. O

Bebizonyitottuk tehat az alabbi allitast.

Allitas.
Legyen 11 egy komplex mérték. Ekkor u értékkészlete része az origo kézéppontti |u| (X) sugari zdrt
kérlemeznek.

Definici6. (mérték pozitiv és negativ valtozasa)

Legyen A egy eldjeles mérték. Jeldlje

1
A= 3 (IAl £ A) wvalamint A~ = = (]A\| = )

N~

a A mérték pozitiv illetve negativ valtozasat.

Mivel elGjeles mértékek Gsszege is elGjeles mértek, ezért AT és A\~ valoban elGjeles mértékek. No
de minden E € M mellett |A(E)| < |A|(E), ezért —A(E) < |A|(E) és A(E) < |A| (F) is fennall.
Eszerint |A| 4+ ), ezért \™; és |A\| — )\, ezért A~ is nem negativ mértékek. Amennyiben \ véges, tgy
AT és A7 is az.

Allitas. (Jordan-féle felbontasi tétel)
Legyen \ eqy véges eldjeles mérték. Ekkor a A\ pozitiv vdltozds és a X\~ negativ vdltozds halmaz-
fiigguények véges nem negativ mértékek, tovibbd

A= X" — X" walamint [N = AT + A7,

Bizonyitas.
Az eléz6ek szerint csak a kiemelt egyenleteket kell indokolnunk. De az teljesen trivi, hiszen \™ +
AT =L (A + X+ [A| =) = |A] és hasonléan AT — A7 =1 (|]A|+ A= (]A| = X)) = A O

Most a Hahn-felbontési tételre tériink ra. Ehhez elszor altalanositanunk kell a Radon-Nikodym
tételt arra az esetre, mikor A elGjeles mérték:

Tegytik fel, hogy A <« p. Ekkor |A| <« p fenall hiszen, ha p (B) = 0, akkor annak minden A € M,
A C B részhalmazarais p (B) = 0, amibdl az abszolut folytonossig miatt mar, A (A) = 0 is fennall.
Ebbdl persze |A| (B) = 0 mar kovetkezik. Ekkor viszont a pozitiv valtozas és negativ valtozas
nem negativ mértékekre vonatkozo alakja. Kapunk tehdt h™,h~ € L (u) fiiggvényeket, melyekre
A(E) = [, hTdpés X~ (E) = [, h~ du. Ebbol persze A (E) = [ bt — h™ dp.



1.14.10

1.14.11

38 Meértékelmélet véazlat

Allitas.
Legyen 1 eqy eldjeles mérték. Ekkor létezik h mérhetd fligguény amelyre

u(E) :/ hd|u| valamint |h| = 1.
E

Amennyiben 11 véges eldjeles mérték, vigy h € L' (|u) .

Bizonyitas.
Trivi, hogy p < |u|, ezért a Radon-Nikodym-tétel miatt létezik h mérhets fiiggvény, melyre
p(E) = [ hd|p| minden E € M mérheté halmazra. Amennyiben |u| (E) # 0, akkor

1 / | (E)|
‘ | (E) /g |1l (E)
amibdgl kovetkezik, hogy || majdnem minden z € X mellett —1 < h (z) < 1.

Legyen most r € (0,1) tetszéleges szam és A, = {x € X : |h(z)| < r}. Elég megmutatnunk,
hogy |u| (Ar) = 0, hiszen {z € X : |h(z)] <1} = U {z € X : |h(z)| <1— 1} és |u| mértek.

Alkossak az E; halmazok az A, particiéjat, tehat A, = UE; és E;NE; = & (j # ). Minden Ej-re
()] = }/ ndlpl < [l < [ il =il ().
J J J

Ezért 32, (u(Ej)| < vy |ul(E;) = rl|p[(Ar). Mivel épp a baloldali szummék szuprémuma
|| (Ar), ezért ebbdl |u| (Ar) < rlu| (Ay) is kdvetkezik, ami » < 1 miatt csak abban az esetben
lehetséges, ha |u| (A,) = 0. O

Allitas.
Legyen 1 egy mnem negativ mérték és g € L' (n) fiiggvény. Vildgos, hogy ekkor )\ (E) = ngd,u
integrdl véges eldjeles mértéket definidl. E mérték teljesvaltozdsdra:

A(E) = [E 19l ds

tovabba a poztiitv és negativ vdltozdsokra:

M(E) = / g" du valamint A\~ (E) = / g~ dp.
5 E

Bizonyitas.
Alkalmazzuk az el6z6 allitast A mértékre. Ekkor létezik |h| = 1 fiiggvény, hogy

/Egdu:)\(E):/Ehd|)\|.

Igy minden E € M mérhets halmazra

|>\|(E):/1d|)\|:/h2d|>\|:/hhd|)\|:/hd>\:/hgdu
E E E E E

De || nem negativ mérték, ezért hg > 0 teljesiil y-majdnem mindeniitt. Igy hg = |hg| = |g] is
fennall, azaz |\ (E) = [, |g| du valoban teljesiil minden E € M mellett.
A pozitiv valtozéasra vonatkozo allitas igazolasdhoz

V(B =5 N+ () = |

1
5 (l9l +9) du :/ gt du,
E E

és hasonloan adodik a negativ valtozasra vonatkozo A\~ (E) = [, g~ du formula is. g
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1.14.12 Allitas. (Hahn felbontasi tétele)
Legyen az (X, M) mérhetd téren p egy véges eldjeles mérték. Ekkor X felbonthats diszjunkt A és B
halmazok egyesitésére gy, hogy a mérték ut pozitiv vdltozdsa a p-nek az A-ra koncentrdlt része,

és a u~ negativ vdltozdsa a p-nek B-re koncentrdlt része legyen. Pontosabban: létezik A, B € M,
ANB =@, AUB = X melyekre

pt (BE) =pu(ENA) valamint = (E) = —u(ENB).

Bizonyitas.

Lattuk, hogy létezik h € L' (|u]), |h| = 1 fiiggvény, melyre u(E) = [, hd|u| fenall minden
E € M mellett. Legyen A = {z € X : h(z) =1} valamint B = {z € X : h(x) = —1}. Vilagos,
hogy AUB = X és ANB = @, A, B € M, tovdbba az is kénnyen latszik, hogy hT = y 4.
Tetszbleges B € M esetén a az el6z8 allitas poztiv valtozasra vonatkozo része szerint

it 8= [ Wl = [ xadi = [ xandinl= [ bdlal=n(Ena).
E E E ENA

Evvel a pozitiv részre vonatkozé allitast igazoltuk is. A negativ részre vonatkozo allitds mar ko-
vetkezik a fenti formulabol hiszen tudjuk, hogy p(E) = p™ (E) — p~ (E) és nyilvan pu(F) =
w(ENA)+up(ENB). 0



