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Exercicios Propostos
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lei de Newton
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1. Formulas trigonométricas

RECORDA
T n n
6 4 3
sen 1 V2 V3
2 2 2
ws | Y3 V21
2 2 2
tg ? 1 V3
PROFESSOR

Gestao curricular

Todos os alunos devem conhecer esta
propriedade e saber aplica-la. No entanto,
arespetiva demonstracao é facultativa,
nao sendo, portanto, exigivel aos alunos.

NOTA

Designamos por o — 3 um angulo
cujasomacom B éiguala o.

2) AULA DIGITAL

= Resolugao
Exercicios de «Férmulas
trigonométricas»

n Tendo em conta que

n_n_ T
12 4 6
determina cos % .

RECORDA

Dados o0s vetores U (uy, Uy) e v (vy, V)
num referencial o.n., entao:

U'V=U1V1+U2V2
(v éoprodutoescalarde U e V)

PROFESSOR
Solucdes

V6+v2

4

6 Temas | Trig iae ¢

A Férmulas trigonométricas

m T

a) Indica o valor de cos (5 - §> , tendo em considera¢do que
T

b) Determina o valor de cos %— cos 5.

Sera que cos (00— PB) =coso—cosp ?

Sejam o e B dois angulos convexos, com o> .
Tem-se:

cos (OL—B) =cosa cosP+sena senfd

Demonstragio

Sejam o e B dois angulos convexos, com o> 3.

Na figura ao lado esta representada a circun- +
feréncia trigonométrica, bem como dois veto-
res, # e v ,de norma 1, que fazem, com o
semieixo positivo Ox , os dngulos o e [ .

-

As coordenadas de # sdo (cos o, sen o) .

As coordenadas de ¢ sio (cos B, sen B) .

Tem-se, assim, que:

# v =(cosa, sena) - (cosP, senP) =
= coso cosP +sena senf3

Mas, por outro lado, tem-se que:

i-0= il <7l xcos (#"7) =1x1 X cos (o.—P) =cos (o —B)

Logo, cos(o.—B) =cosa cosP+sena senf .

Nota: Prova-se que esta propriedade, que se demonstrou ser valida para medi-
das de amplitudes de angulos convexos, é valida para quaisquer medidas de
amplitudes.

étricas




Assim, tem-se, para quaisquer nimeros reais x € y:

Propriedade 1: cos(x —y) =cosx cosy +senx seny

Tém-se, ainda, as seguintes propriedades, também validas para quaisquer nameros
reais x e y.

Propriedade 2: cos(x +7y) =cosx cosy —senx seny

Demonstragao

cos(x +y) =cos(x— (—y)) =cosx cos (—y) +senx sen(-y)

=COSXx cosy+senx(—seny) =COSX COSYy —Senx seny

Propriedade 3: sen(x +7y) =senx cosy +seny cosx

Demonstracao

sen(x-+7) = cos| 2~ (x+7)| =cos [(%—x) _y]

=COS<£—X> COS +sen<£—x> seny =
2 Y 2 Y

=Senx COSy+COSX seny =senx cCosy +seny cosx

Propriedade 4: sen (x —y) =senx cosy —seny cosx

Propriedade 5: sen(2x) =2 senx cosx

Demonstragao

sen(Zx) = sen(x + x) =Senx COSX + senx cosx =2senx cosx

Propriedade 6: cos(2x) = cos2x —sen2x

T
—+ COoS

S

i 1. Mostra que sen

12 12

Resolucio
m n_ . (n_m nom)_
sen 12-|-COS 12—sen<3 4>-|-COS<3 4>—
=SCHECOSE—SCI’IECOSE-I—COSECOSE-I-SCI’IESCHE:
374 43 374 374
V3 V2 V2.1.1.V2 V3 V2
B A R AT S A R TS N
_V6_ V6 _2V6 _Ve
4 4 4 2

continua p

C

RECORDA

A funcgdo cosseno é uma funcao par e
a fungdo seno é uma fungdo impar.

20 AULA DIGITAL

® Simulador
Geogebra: Seno e
cosseno da soma

a) Demonstra a propriedade 4.

b) Demonstra a propriedade 6.

n Determina, sem recorrer a
calculadora:

a) sen(2B) e cos(2P) , sabendo
que senB:% e cosB<O.

b) sen o , sabendo que

cosa) =1 e 0<20 <.

4
n 2 n n

Determina sen 1 2+cos o
PROFESSOR
Solucdes
3.a)—@e1 b)1/2

8 8 8

2

2

p

1 | Férmulas trig étricas 7



) continuacdo

...............................................................................................................................................................................

H Na figura estd representado

um retingulo [ABQP| e um 2. Na figura esta representada uma circunfe- D
arco de circunferéncia OR , réncia de raio 2. Os segmentos de reta [CE]
com centro em B . e [DEF] sio dois didmetros perpendicula- O
P9 res dessa circunferéncia. . = g,
D ‘ Considera que um ponto B se desloca ao 0
longo do arco DE , sem coincidir com o A
ponto E ,e que um ponto A se desloca ao

A longo do arco EF , de tal forma que [AB] F

é sempre paralelo a [DF] . Nestas condi-
O ponto C desloca-se sobre o
arco OR , nunca coincidindo
com o ponto R . O ponto D H
desloca-se sobre o segmento de [AB] com [CE].
[AP] , acompanhando o movi- H
mento do }[)ont]o C , de tal
modo que [CD] é sempre pa- A T
ralelo a [AR] . Para cada posi- do dngulo EOB (x S ]0’ 5] )
;Tﬁu%i’peﬁﬁ di;(s)esl’adéf éi;é? o Mostra que a area do tridngulo [ABC] é dada, em funcio de x , por
RBC. 4senx + 2sen(2x) . :
Tem-se AB=3 e BC=4. i

¢des, o triangulo [ABC] ¢é um tridngulo
isosceles. Seja G o ponto de interse¢io

Para cada posi¢ao do ponto B, x designa a amplitude, em radianos,

Resolucgido
a) Mostra que a area do qua- H BG oG - -
drilitero [ABCD] ¢ dada, Tem-se senx ==y e cosx=—r, pelo que BG=2senx e OG=2cosx. i
em funcao de x , por: Vern. entio: i
A(x) = 12senx + 4sen (2x) ’ ' ABxCC 2BGx(CO+00G)

Area do tridngulo [ABC] = > >

=BG x (@+E) =2senx (2 +2cosx) =

=4senx+2 x2senx cosx =4senx + 2sen(2x)

b) Determina A(g) e interpre-

ta geometricamente o valor
obtido.

~ 6
i 3. Resolve,em IR, aequacio senx+cosx= —i .

n Resolve, em IR, as equagdes. Resolucs 2
esolucio
a)lcosx—ﬁsenx=l : ¢ - - o223 .
2 2 2 Para resolver esta equagdo, vamos utilizar um artificio, tendo em vista
b) senx + V3 cosx = 2 transformar o primeiro membro no seno de uma soma. E
senx + cosx = —76 & senx+1xcosx =—g =
RECORDA H \/7
senx=seno. < x= o + 2kn V <=>senx+tg<£> Cosx:——6<:>
VXx=n—-a+2kn k€EZ i 4 2
PROF~ESSOR sen% \/g
Solucdes < senx + L CosSX == =
5.b)A<E>=12 cosy
2 3
Interpretacdo geométrica: quando C}cos% Senx+seng cosxz—T COS%C)

x:% ,0ponto C coincide com o ponto Q H
eoponto D coincide com o ponto P, pelo P sen(x + E) :_ﬁ = sen(x + E) - sen(—E) =
4 4 3

que o quadrilatero [ABCD] coincide : 2

com o retangulo [ABOP] , Cuja drea é T_ T T _ T

Sxh_1D <:>x+Z——§+2kn\/x+Z—n+§+2kn,k€Z<:>
i

G-a)XzszC\/X:—?‘szTC,keZ @x:_%_i_zknvx:l]?;_'_zkn,kez

b)x:%+2kn,k€Z

............................................................................................................................................................................. -

continua p
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) continuacdo

4. Resolve,em [0, 7], a equagdo sen(2x)+senx=2cosx+1.
: Resolugao

sen(2x)+senx=2cosx + 1 <

< 2senx cosx+senx=2cosx + 1<
& senx (2cosx+1)=2cosx+1 <&

& senx (2cosx+1) —(2cosx+1) =0 <
& (2cosx+1)(senx—1) =0

& 2cosx+1=0Vsenx—1=0<<

<:>cosx=—leenx=1<:>

2
<:>cosx=cos2—n\/x=£+2kn,/e€Z<:>
3 2 i RECORDA
Sx=F k=24 2knVx=L12kn kEZ | coSx=00S0 ¢ X =0+ 2kn V
3 3 2 : Vx=—oa+2km, kEZ
_ S SV RN
Para k=0, vem: x—3\/x— 3\/x 5

A solugao _23_1t ndo pertence ao intervalo [0, 7] .

Para qualquer outro valor de k , nenhuma das correspondentes solugoes
pertence ao intervalo [0, 7] . ]

Portanto, as solugdes da equagao, no intervalo [O, TC] , 840 g e % .
sen (2x
i 5. Resolve, em ]0, E[ , a equacao _sen(2x) =V3. n Resolve, em [-m, 7] ,a
2 1+ cos(2x) equacao cos(2x) —3senx=2.
Resolugdo
sen (2x) V3
— =V3i&
1+ cos(2x)
2senx cosx —VE
1 + cos2x — sen2x
2
SENX COSX  _ (/3 ey RECORDA
cos?x + 1 —sen?x :
: tgx=tga <= x=0+kn, kEZ
2senx cosx
S S Tt V3e PROFESSOR
cos?x H
: Solucdes
senx H
& X _ 3 : junto-solugao: -2, % T
COS X 7. Conjunto-solucao: { 5 7 6}
& tgx=V3

Férmulas trigonométricas

Em ]O,E[,tem—se tgx=V3 <= x=L.

2 3 Mais sugestoes de trabalho

0, T [ ¢ L. Exercicios propostos n.” 8 a 22
2 3 : (pags.10 e 11).

Capitulo1 | Férmulas trig étricas 9



Exercicios propostos

10

n Tendo em conta que 105°=45°+60°, determi-
na o valor exato de sen 105°, cos 105° e tg 105°.

n Determina sen (o + B) , sabendo que:

_2 __1 T
a) senoc—3,cos[3— 4,066[0,2] e
pe [Za|;
_ S 3
mtga——Tz,@B—Z,aE[Qn]eBE[mZﬂ.

m Determina cos(2a) , sabendo que tg o =3.

n Determina o valor de:
a) sen 23° cos 37° +sen 37° cos 23°
b) cos 20° cos 25° —sen 20° sen 25°

c) sen 15° cos 15°

m Prova que as seguintes igualdades sdo verda-
deiras, quaisquer que sejam os valores das varidveis
para os quais as expressoes envolvidas tém signifi-
cado:
sen (x — )

a) ———=tgx —t

) Cosx cosy = =
tgx +tgy sen(x +y)

tgx —tgy

sen (x — )
c) sen(3x)=3senx —4sen3 x

d) cos(4x)=8cos*x —8cos2 x + 1

PROFESSOR o 5v/3-2
Solucdes ' 12
8. sen 105 = VB +V2 b) 16
4 65
cosl[]5"=\/§_\/g 10._%
4 =
tg105°'=—2-V/3
Il.a)ﬁ b)ﬁ ol
2 2 4

Temas | Trig iae ¢ Tri étricas

a) Prova que a seguinte igualdade é verdadeira,
qualquer que seja o valor de x para o qual as
expressoes envolvidas tém significado.

1 — cos(2x)

sen (2x) - tex

b) Utiliza a igualdade da alinea anterior para deter-
minar o valor exato de tg 15°.

a) Tendo em conta que 15°=45°—30°, determina
o valor exato de cos 15°.

1+ 2
b) Mostra que %(x) =cos?2x e que
1 — cos(2x)
— = sen2 x .

c) Utiliza as igualdades da alinea anterior para
determinar sen 7,5° e cos 7,5° . Apresenta os
valores pedidos arredondados as milésimas.

m Sabendo que o+ f =g , mostra que:

(seno + sen ) (cosa + cosP) = 1 + sen (21

m Determina o valor de:

a) COS (arcsen <_%> + arccos %)
b) sen (% — arctg %)

c) sen (2 arctg <—%>>

13.b)tg15°=2-V/3 16.2)1
M.a)cosl5°=\[6+\/E b)3_4\[3

4 10
¢)sen7,5°=0,131 c)—%
cos 7,5°=0,991 2%



Resolve, em IR, as seguintes equagoes:
a) 2sen2x +sen(2x) =0

b) cos?x = % sen (2x)

c) cos?(2x) =cosx + sen?(2x)

d) senx + cosx =1

e) 3senx +V3cosx =3
f) 2senx —V12cosx=-2

m Resolve, em [0, 27 , a equagio seguinte:

Senx cosx = ——
4

m T T - .
Resolve, em ] —5> E[ , a equacdo seguinte:

[2 +2cos(2x)] tgx =1

m Na figura seguinte esta representado um trian-
gulo retingulo [ABD] .

D
?
20 AULADIGITAL
C ® Resolugido
8 Exercicio 20 (resolugéo
Y passo a passo)
AL = B

O ponto C pertence ao cateto [DB] .
Tem-se:

*AB=7 *AC=38
Determina AD .

« BAC=CAD =«

PROFESSOR o) x=2KT\, - 2Hn | 7

5 3 5
Solucdes

- d)x:2krc\/x:£+2k1t,k€Z

l7.a)x:krc\/x:—z+k7t, 2
kEZ &) x=¢+2km v
b)x=Z+ kv \/x=§+2kn,kez

2

\/x:%ﬂm,kez

m Na figura seguinte esta representada, em refe-

rencial o.n. xOy , a circunferéncia trigonométrica.

Considera que um ponto B se desloca sobre a cir-
cunferéncia, no primeiro quadrante. Para cada posi-
¢do do ponto B ,seja [ABCD] o retangulo tal que
o vértice C também pertence a circunferéncia e os
vértices A e D pertencem ao eixo Ox .Seja o a
amplitude do angulo orientado cujo lado origem
¢ o semieixo positivo Ox e cujo lado extremidade

€ a semirreta OB .

a) Mostra que a area do retingulo [ABCD] é

dada por sen(2a) .

b) Determina a drea do retangulo, para o = % .

a) Mostra que, para quaisquer numeros reais x e y
tais que as expressoes envolvidas tenham signifi-
cado, tem-se:

tgx + tgy

tg(x +y) =

1-tgxtgy

b) Sejam a e b numeros reais.

Determina tg b , sabendo que tg(a+b)=1 e

tga=Vv2.

224
_T 20, 22+
f)x=F+2kn v =

\/X:3—n+2kTC,k€Z 21 b)l
2 )

T T n
IB.X:EVng\/X:E\/ 22-b)2\/§—3
\/x:E

3

N4
19.x—]2\/x— -

Capitulo1 | Férmulas trig étricas 1



2. Limites e derivadas de funcoes
trigonométricas

A Limites de funcdes trigonométricas

PROFESSOR

Gestao curricular
T

Todos os alunos devem conhecer esta Tem-se, para qualquer x pertencente a [Oa E[ , SeNX <X S tgx .

propriedade e saber aplica-la. No entanto,

arespetiva demonstracao é facultativa,
nao sendo, portanto, exigivel aos alunos.

Propriedade

Demonstragao
Na figura esta representada, em referencial o.n. v
xOy , a circunferéncia trigonométrica. A reta AC
¢ tangente a circunferéncia no ponto A .

A area do setor circular (a azul) estd compreen- .
dida entre a drea do triangulo [OAB] e a drea
do triangulo [OAC] .

2 1xtex
1><senx<x><1 < g

NOTA
A drea de um setor circular ¢ dada

©)
S

X

or? . . .
por 7,onde réoraioe o éa

amplitude, em radianos, do angulo Portanto, < < , pelo que
ao centro correspondente. 2 2 2
tgx .
SNX <X« Bx , de onde se conclui que
2 2 2
senx <X <tgx
20 AULADIGITAL .
» Propriedade
= Resolugao
Exercicios de «Limites Tem-se o seguinte limite notavel:
e derivadas de funcdes senx
trigonométricas» lim —==1
x—0 X
Demonstragao
Basta fazer a demonstragio supondo que x—> 0", pois tem-se:
. senxy=-x. sen(-y) ..~ —seny . seny
lim = lim ——=lim = lim
x—0 X y—0" y—0" 7Y y—0 Y
Suponhamos, entdo, que x>0 . Como estamos a admitir que x tende para
zero, podemos supor que x € [0, %[ , pelo que, de acordo com a propriedade
anterior, tem-se senx <X < tgx .
~ tgx
Vem, entdo: senx <x <tgx < senx< X < & & 1< X < 1
senx  senx  senx senx  cosx
senx senx
=1> > COsX <= Ccosx < <1
* Recorda o teorema das fungbes Como lim cosx=1 ecomo lim 1=1,vem* lim 32%—1
enguadradas. x—0" x—0" x—0"

12 Temas | Trig iae ¢ Trig étricas



Exercicios resolvidos S :

: . .. m Calcula os seguintes limites:
i 1. Calcula os seguintes limites: -

3x —sen (2x)

. tgx . a) lim
a) lim L b) lim <xsen ;> x—0 x
x—0 X X—>—00 X g
: by i 6tgx —4senx
: im ——
¢) lim 95X d) lim tgx x—0 2x
T m— Zx )\
. (3 L o lim Sex
H x—=01-V1-x
Resolucdo H Dl SE0X
L0 senx L
a) lim IB¥ 0 i COSH_; (senx X l) =lim X
x—0 X x>0 X  x—0\COSX X/ x—0 XCOSX
=lim (m % L) =1 x 1_ 1 = Casio fx-CG 20 ...... pag. 182
x—0\ X = COSX 1 : TI-84 C SE / CE-T.... pag. 186
TI-Nspire CX.......... ig. 191
) 2\ wx0,. sen(2y) .. 2sen(2y) e pee
b) lim (xsen—) = lim ———=lim ——=2
x—>—0c0 x/) y-ly—o Yy 2y—0" 2y
X
0 cos (E I y)
¢) lim 98X 2 lim _\2 7/ —lim 8V _1p, Y1 : N
R T—2X ,_ my—0 =2y y—0 =2y 2y—0 y 2 Y 14
x_’z 2 —~
d) Tal como a figura ao lado pretende ilustrar, tem-se lim  tgx=+o0. K
T g N
x—»(i> 5 5
2. Considera a fun¢do f definida em |-2m,+co| por: /
sen (x2
# se —2n<x<0
1—cosx
flx) =42 se x=0
2 se x>0
2x —senx
a) Mostra que f é continua no ponto 0.
b) Determina uma equagao para cada uma das assintotas ao grafico de f. 24/ Seja f a funcido, de domi-
¢) Mostra que 3c €10, [ : flc)=c. mip [ deifiaida pors
< : A-dcosx
Resolucgao 3 flx) = x(x +senx)
a) Tem-se: 1 se x=0
: senx +cosx se x>0
i sen(x2) . sen (x2) (1 + cosx) . sen(x2)(1+cosx)
im ———= = = - .
x—0 1 —cosx x—o0 (1 —cosx)(l+cosx) x—o0 1—-cos?x a) Mosfra que a funcdo f ¢
: continua no ponto 0.
sen (x2) (1 +cosx) sen (x?) .
=lim =lim |(1+cosx)x——| = b) Determina os zeros da fun-
x—0" sen” x x—0" sen? x H ¢do [ que pertencem ao in-
sen (x2) lim %Y tervalo [-3m,2m] .
. —0° i
=2xlim —X — = =0 ) —2x-—L =3
x—0" senZx y=x? " senx _ senx 1x1
5 lim (=——=x>—7=
x x—0 \ X X H
Tom 2X __ _ |im 2 _ 2 _, PROFESSOR
0t 2X —senx x—0" _ Senx 2-1 i Solugdes

. . * 23.a)1 bl ¢2 d)
Como lim f(x)=Ilim f(x)=£0), f é continua no ponto 0. : 3 7
=0 x—0" 24.b) -2, 2T T

continua p

Capitulo 2 | Limites e derivadas de funcdes trig étricas 13



) continuacdo

b) Como f é continua em |-2m,+oo[ , s6 a reta de equagio x=-2m :
podera ser assintota vertical ao seu grafico. :

NOTA TCH’I-SC:
* Tem-se sen(4m2) ~0,978 , pelo lim - M
que sen(4m2) >0, x—(C2n) 1 —cosx 0

Portanto, a reta de equagdo x=-2m ¢ assintota vertical ao grafico de f. i

sen(x2) sen(4m?) to®
_ — 1 oo*

NOTA Tem-se:
** Anlicg- 5 H . . . *%
Aplica-se o teorema dgs funcdes i [ 2x = [ 2 = &7 2 i, 2 =1
enquadradas para concluir que: x—+o0 2X —SENX x—+oo g_senx x—+ey 1o 2-0
: ‘ x :
lim <— senx) =0 H - r . 2/ H
x—+oo\ x Portanto, a reta de equacdo y=1 é assintota horizontal ao graficode f. :

c) Seja g a funcdo definida por g(x)=f(x) —x .
Tem-se:

¢ a fungio g ¢ continua em [0, mt] , pois é a diferenga de duas fungdes :

continuas;

°2(0)=£0)-0=2-0=2, pelo que g(0)>0;

.« o(m) = fm) —m=— 2" n—q_

glm)=fln)—mn P —— 1-m, pelo que g(m) <O0.

Podemos, entdo, concluir, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, que:

Mais sugestoes de trabalho e e ]O, n[ . g(c)=0

Exercicios propostos n.” 29 a 33

(pag. 20). Portanto, 3¢ €0, n[ : f(c) —c=0,ou seja, Ic €0, w[: flc)=c.

A Derivadas de funcdes trigonométricas

Propriedade 1

sen'x =cosx

Demonstragio

NOTA .. sen(x+h)—senx .  senxcosh+senh cosx —senx _
sen'x = lim =lim =

Embora de forma incorreta, escre- h—0 h h—0 h
ve-se, frequentemente, (f(x)) ,onde

. , : , — senx(cosh —1)+senh cosx
deveria estar f'(x) . Assim, poderas =lim S€1X cosh —senx +senh cosx _ lim ( ) =

encontrar (senx)', no lugar de sen'x. h—0 h h—0 h
E,st.as C.onsidﬂerag(")es aplicam-se a lim senx(cosh —1)  senh cosx B
varias situagoes. b0 A b
. senx(cosh—1) . senhcosx
=lim ——m ——+|im ———= =
h—0 h h—0 h
. cosh—1 . senh
=senx X lim ————+cosx X lim =

h—o b h—o b

2 AULA DIGITAL (cosh—1)(cosh +1)

s Simulador =senx X lim 5 A +cosxx 1=
h—0 cosh +1
Geogebra: Derivada da ( )
fungao seno e derivada < i cos2 h—-1 N
= =Ssenx m —————— T COSX =
da func@o cosseno 0 b(cosh + 1)

14 Temas | Trig iaeFung Trig étricas




—senh % senh
cosh +1 b

=senx X lim [_b(seniﬂi] +cosx =senx X lim (

+cosx =
h—0 cosh+1) h—s0 )

0
=senx><z><1+cosx=0+cosx=cosx

Propriedade 2

(senu)'=u'cosu (u designa uma funcao)

Demonstracao

Resulta da propriedade 1 e da regra de deriva¢ao de uma fun¢ao composta.

Propriedade 3

cos'x =—senx

Demonstragao

e 3 )] (o) enl5 o)

=—1xsenx=—senx

Propriedade 4

(cosu)'=—u'senu (u designa uma funcao)

Demonstragao

Resulta da propriedade 3 e da regra de deriva¢do de uma fungao composta.

Propriedade 5

tg'x = 1
cos?x

Demonstracao

1
tg'x = (senx)_ sen'x CoOsx —senx cos'x _
COSX cos2x

COSX COSx —senx (—senx) cos2x + sen2x 1

cosZx cosZx cosZx

Propriedade 6
(tgu)'=

> (u designa uma fungao)
cos u

Demonstragao

Resulta da propriedade 5 e da regra de derivagdo de uma fungao composta.

RECORDA
Se f e g sdo fungoes diferenciaveis,

(g°f)'(@) =f'(a) x g'(fla)) .

Capitulo 2 | Limites e derivadas de funcdes trig étricas 15




E Determina uma expressao
da derivada de cada uma das
fungoes que a seguir se definem.

a) a(x) =4senx —cos(3x)
b) b(x) = xsenx + cosx

senx
36 = 1+cosx

d)d(x) =sen2x

e) e(x) =sen’x cosx

_ 11
f)f(x)—senx tgx

_l+senx+cosx
cosx

g) g(x)

_ cos (2mx)

h) b(x) =

+ x sen (27x)
2w

PROFESSOR
Solucdes
25.a) 4cosx+ 3sen(3x)
b) xcos x

1
T+cosx
d) sen(2x)
e) 3sen’xcos’x—sen’ x
f) 1- cc;sx

sen“x

1+senx

cos’x

h) 2rtx cos (2mX)

c)

16 Temas | Trig iae

a

Determina uma expressdo da derivada de cada uma das fung¢des que a

seguir se definem.

senx
1+ cosx

b) b(x) =3 sen(%) —sen? (%)

c) c(x) =3tgx +tg3x

a) a(x)=x—

d) d(x) = (x — tgx)cos2x

Resolugao

. cosx(1+cosx) —senx(—senx)
a)a'(x)=1- 5 =
(1+cosx)

cosx +cos2x +sen2x _
> =
(1+cosx)

_q__Cosx+1 _
(1 + cosx)?

1
1+ cosx

_ 1+cosx—1=
1+ cosx

_ cosx
1+cosx

() =3 x Lcos(%) = 2<§> (z) 1_
b) b'(x) 3x3cos<3) 3sen 3) cos|3 ><3

ol o)

= Cos
= cos3 X
cos 3>
c) c'(x) =3 x 1 +3tg2x X 1 _
cos?x cos?x
=3 (1+tg?x) =
cos?x
cos2x  cos’x
__3
cos*x
d) d'(x) = (1 -— ) cos?x + (x —tgx)2cosx(—senx) =
cos2x

=costx —1—2xsenx cosx + 2sen2x =

=sen?x — x sen (2x)

étricas
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) continuacdo

i 2. Na figura esta representada uma semicircunferéncia de centro em O

Teeeons

e raio V2 .

[RT] é o diametro da semicircunferéncia. O ponto S pertence a semicir-

cunferéncia. A reta OS ¢ perpendicular a reta RT .

Admite que um ponto P se desloca ao longo do arco ST, nunca coinci-
dindo com o ponto S, nem com o ponto T . Para cada posigdo do ;
ponto P, considera a regido colorida a verde (a corda [PQ] é paralela :

ao diametro [RT]).
Seja o a amplitude, em radianos, do angulo TOP .
a) Mostra que a area da regiao colorida a verde é dada por:

flo) = o+ sen (201)

b) Determina o valor de o para o qual a drea da regido colorida a verde

é maxima.

Resolugao

a) A drea da regido colorida a verde é a soma da drea do tridngulo [OPQ]

com a area do setor circular OOR .

Seja B a projecao ortogonal do ponto P sobre areta RT eseja A o

ponto de interse¢do da reta PO com areta OS.

Tem-se:
PB =5

e seno= 12 < PB=V2seno
V2

OB ==
o coso =22 <> OB=V2cosa
V2

@XQZZﬁcosaxﬁsenaz

Area do tridngulo [OPQ] = > 5

= 2seno coso = sen (2o)

ax (v2)°

Area do setor circular OOR = — =0

Area da regido colorida a verde = o+ sen (20t)

continua p

E Na figura estd representa-
da, em referencial o.n. xOy ,
a circunferéncia trigonométrica.

Tem-se:

° oponto Q tem coordenadas
(L,-1);

° o ponto R tem coordenadas
0,-1) .

Considera que o ponto P se
desloca ao longo do arco AB,
nunca coincidindo com o pon-
to A . Para cada posicao do
ponto P ,seja x a amplitude,
em radianos, do angulo BOP
e seja f(x) a drea do quadrild-
tero [OPQOR].

a) Mostra que:
fix) = 1+ senazc +cosx
b) Determina o valor de x para

o qual a 4rea do quadrilatero
[OPQOR] é maxima.
c) Determina f{0) e lim f{x).
—(5)
Interpreta geometricamente
os valores obtidos.

2 AULA DIGITAL

= Resolugao
Exercicio 26 (resolugéo
passo a passo)

PROFESSOR
Solucdes
26.h) T
4
c) f0)=1
Interpretagdo: f(0) é aareado

quadrado [OBQR].
lim  fix)=1

—(3)
Intepretacao: lim

triangulo [AQf;f(E)

f(x) é adreado

Capitulo 2 | Limites e derivadas de funcdes trig étricas 17




NOTA
Dado que, por exemplo,

f' <E> =1+2cos 2m_ 1, conclui-se

que f'(x) >0 para XE]O,%[.

m Seja f a fungao, de dominio
[0, t] , definida por:
flx) = x2—cos (2x)
Estuda a fun¢do [ quanto ao
sentido das concavidades do
seu grafico e determina as ab-
cissas dos pontos de inflexao.

PROFESSOR
Solucdes
27. A concavidade do gréfico esta vol-

tada para cima nos intervalos [0, %]

z—n—, TC] e estd voltada para baixo

no intervalo [E, n
3 3

e

. Existem dois

: ~ : T
pontos de inflexdo: um com abcissa 3

. 2
e outro com abcissa <~

18 Temas | Trig iae ¢

) continuacdo

b) Tem-se: /' (o) =1+ 2cos(2a)

') =0 1+2cos(2a) =0 <

& cos(2a) = —%

Como o ponto P se desloca ao longo do arco ST, nunca coincidindo

com o ponto S, nem com o ponto T ,vem que o E 0,%

200€]0, 7 .

, pelo que

Ora, entre 0 e 7, hda apenas um namero real cujo cosseno é —% ,que i

2 .2
é n—% , Ou seja, ?n
. 2m T
Por isso, f(a) =0 << 20(=?<=> a=3.
Tem-se:
T T
o 0 g E
f + 0 -
f 7 Maix. ~
E, portanto, para o =§ que a area da regido colorida a verde é maxima.

3. Considera a fungio f, de dominio 0, 2n[, definida por:

o x2—(1 +senx)2
a 2

a) Estuda a fungdo f quanto ao sentido das concavidades do seu grifico
e a existéncia de pontos de inflexdo.

f(x)

b) Seja A o ponto do gréifico de f de abcissa 3n

2
Seja r a reta tangente ao grafico de f no ponto A .

Seja B o ponto de interse¢ao da reta r com o eixo Oy .
Seja C o ponto de interse¢do da reta r com o eixo Ox .
Determina a drea do triangulo [OBC] .

Resolucgio

a) Tem-se f'(x)==[2x—2(1+senx) cosx]| =

1
2

=x—(1+senx) cosx =
X — COSX — SENX COSX =
x

—Cosx — % sen (2x)

"(x)=1+senx —% X 2cos(2x) =1 +senx —cos (2x) =

=1+senx —(cos2x —sen?x) =1+ senx —cos2x + senZx =

=1-cos?x +sen?x + senx = 2sen2x + senx

P -

continua p
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} continuacéo

& senx=0Vsenx =—5
Como x €0, 2x[ , vem:

W 11m
xX=tVx=—=Vx=—=
6 6
Tem-se o seguinte quadro:
7T 11
x 0 b4 ¢ G 2n
f" + 0 - 0 + 0 -
f A\ P.I. VA PI. A2 P.I. VR

Portanto, o grafico de f tem a concavidade voltada para cima nos :

intervalos 10, 7] e 76_n’ %‘n e tem a concavidade voltada para baixo
. n 117w
| = === 2x| .
nos intervalos [TE, < [ < n[
Os pontos do grafico de f cujas abcissas sao 7, % e % s40 pon-

tos de inflexao.

b) Tem-se:

(3n\_3n___ 3t 1_ (, 3n)_3n
f(z) 2 97 2se<2x2> 2

Portanto, a equagao reduzida da reta r € do tipo y =32—nx +b.

Como f<32—n> on2 , tem-se A(‘D’Tc 91t2>'

8 278
Entao:
on?_3m., 3m _ 9
s =2 <73 +b&= b= 8
_ 31t 9m?
Assim, a equagdo reduzida da reta » é y= 5 X
Portanto, tem-se B(O —%) .
Vejamos qual é a abcissa do ponto C:
3, 9N ey 30
7x g 0=« )
Vem, entao:
Area do tridngulo [OBC] = 5
27w
64

NOTA

Para obteres a variagado de sinal de
f" deves estudar o sinal de senx e
de 2senx+1.

m Seja f a fungdo, de domi-
nio IR, definida por:
flx) =1 +sen(2x) cosx

Determina a equagio reduzida
da reta tangente ao grifico da
funcao f no ponto de abcissa 0.

PROFESSOR
Solucdes
28.y=2x+1

Limites e derivadas de funcgdes
trigonométricas

Mais sugestdes de trabalho

Exercicios propostos n.”® 34 a 41
(pags. 20 a 22).

Capitulo 2 | Limites e derivadas de funcdes trig étricas 19



Exercicios propostos

20

m Calcula os seguintes limites:

2( X
(%)

a) lim : b) lim ———
r—0 X x—0"V1—cosx

. x : senx
c) 91611131 [(1 x)tg 2] 9 ;lclglrl+cosx

tgx —senx _
5l 2T f) lim 1-2cosx
T _T
3
lim <cosxt 5) h) lim €0
g) x— T 52 ) L3n tgXx
2

m Seja f a funcdo, de dominio |0, @[ , definida
_ 2x—sen(2x)

por f(x)

senx
a) Determina f(g)

b) Estuda a fun¢do f quanto a existéncia de assin-
totas verticais ao seu grafico.

ﬂ Seja f a fungao, de dominio [0, n]\{g} ,
_ senx +sen (2x)

definida por f(x) oox

a) Determina f(%) .
b) Determina os zeros da fungao f.

c) Seja o pertencente ao dominio da fungao [ tal
que tg o =2 .Determina f{o) .

d) Estuda a fungao f quanto a existéncia de assin-
totas verticais ao seu grafico.

PROFESSOR 30.a)x
Solucdes b) O grafico de f tem uma assin-
29, a)l b)\/i tota vertical, de equagdo x=m.
9
3l.a)2V3

c)% d) + o a)2 \/r

: b)0ZLen
e)— f) \/5 8

2 610+ 45
g)+co h) 0 5

Temas | Trig iae coes Trig étricas

E Seja f a fun¢ido, de dominio IR, definida por:

2cosx T
== se x#=

f(x)= TC—Zx 2
k se x="1

2

onde k designa um nimero real.

a) Determina f(z?)—n> .

b) Determina os zeros da fun¢do f que pertencem
ao intervalo [m, 3] .

c) Determina o valor de k , sabendo que a func¢ao
f € continua.

m Seja f a fung¢do, dominio IR, definida por:

sen (x—1)
flx)=4x2—3x+2
1+ 2cos(mx)

se x<1

se x>1

a) Determina f(%)
b) Determina os zeros da fungdo f que pertencem
ao intervalo [1, 6] .

c) Averigua se a fun¢do f € continua no ponto 1.

Seja f a funcdo, de dominio IR, definida por
flx) =3x +sen (2x) .

Utilizando a defini¢io de derivada de uma func¢io
num ponto, determina ' () .

d) Existe uma assintota verti- 33. a)l+\/§
cal, de equacéo x=%. b)é 810 14 16
3 33333
32. a)E c) A funcdo f é continua no
h)%n . 57n ponto 1.
o 34.5



E Determina uma expressao da derivada de cada
uma das func¢des que a seguir se definem.

a) a(x)=2senx + cos(3x)
b) b(x)=sen?x + cos (2x)

COSX
©) clx)= 1+senx

d) d(x) =sen(2x) cos(3x)
e) e(x)=senx cos3x

f) flx) =xsenx +cosx
2) g(x) =%tg3x—tgx+x

B

m Seja f a funcdo, de dominio IR, definida por:

flx) =% sen2 (3x)

Seja P o ponto do grafico de f de abcissa —=

36 °
Determina a inclinacdo da reta tangente ao grafico
de f no ponto P.

m Considera a fun¢io, de dominio IR*, definida

por flx)=x+senX.
x

a) Determina o valor de f(1) + 14f<g> .
b) Estuda a fun¢do [ quanto a existéncia de assin-
totas ndo verticais ao seu grafico.

c) Determina uma equagdo da reta tangente ao
grafico de f, no ponto de abcissa 2 .

PROFESSOR g) tg* x

Solugdes ) 1+sen’x

35.a)2cosx—3sen(3x) 2c0s°x

b) —sen (2x) 36.%

¢)-— 37.2)6
T+senx

b) A reta de equacéo y=x éa

d) 2cos (2x) cos (3x) - Unica assintota ndo vertical ao

—3sen(2x) sen(3x) grafico de f.
e) cos*x—3sen’xcos’x ¢)y=x+1
f) xcosx 38.a) y= 4x

E Considera a funcio [, de dominio [-7, «t] ,
definida por f(x) =x2+4senx .

a) Determina uma equacdo da reta tangente ao

grafico de f no ponto de abcissa 0 .

b) Estuda a fun¢ao f quanto ao sentido das conca-
vidades do seu grafico e quanto a existéncia de

pontos de inflexao.

m Considera a fun¢ao [, de dominio |0, @[ ,

_1+senx
senx

definida por f{x)
a) Estuda a fun¢ao quanto a existéncia de assintotas
ao seu grafico.

b) Estuda a fun¢ao quanto a monotonia e existéncia

de extremos relativos.
c) Mostra que Ic € [%, %] : fle)=2,3.

d) De um trapézio [ABCD] , sabe-se que:

* as bases [AB] e [CD] sao paralelas ao eixo
Oy

*A e D sdo pontos do eixo Ox ;

* B e C sao pontos do grafico de f;

° o ponto A tem abcissa g;

° o ponto C tem ordenada 3 e a sua abcissa é

superior a do ponto A .
Determina o valor exato da area do trapézio

[ABCD] .

b) A concavidade do grafico
estd voltada para cima nos in-

39. a) Existem duas assinto-
tas verticais, uma de equacéao

tervalos [—R,E] e |57 o x=0 e outra de equagdo x=rt.
6 6 b) A funcdo é decrescente no
e esta voltada para baixo no =l
T B intervalo ]0, —] e é crescente
intervalo 5 E . Existem 2
g T
dois pontos de inflexdo: um  Nointervalo [jv”[-

com abcissa % e outro com A fUTPGQO tem um minimo para
. 51 XIT.
abcissa rE

d) (6 + \/g)n

6

Capitulo 2 | Limites e derivadas de funcdes trig étricas
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Seja f a funcdo, de dominio [0, 7] , definida
por f(x)=cosx .

Sejam a e b nameros reais pertencentes ao inter-
valo [0, «t] , tais que a+b=m.Seja r a reta tan-
gente ao grafico de f no ponto de abcissa a .

Seja s a reta tangente ao grafico de f no ponto de
abcissa b .

Justifica que as retas 7 e s sdo paralelas.

m Na figura estd representado um quadrado
[ABCD] de lado 1 e um arco de circunferéncia BD .

D G C
£ { D P -------- F
1
x : |
A 5 B

Considera que um ponto P se move ao longo deste
arco, sem coincidir com o ponto B .

PROFESSOR aazul é o tridangulo [ABC], cuja
Solucdes area é %
10
41.b) —
an e)p<§>=4

()

Quando x=2 0 ponto P per-

tence ao segmento de reta
[AC], pelo que a regido colorida 64

Temas | Trig iae ¢ Trig étricas

Quando x=%,o ponto P coin-

cide como ponto D, peloquea
4 regido colorida a azul é o qua-
drado [ABCD], cujo perimetro

Para cada posi¢io do ponto P , fica definida a
regiao colorida a azul [ABCP] .

Seja x a amplitude, em radianos, do angulo BAP

(ve]o])

a) Mostra que a drea da regiao colorida a azul é
dada, em fun¢ao de x, por:

T
O,2

= 1+senx—cosx
2
b) Determina a(P), sabendo que B € ] 0, g] e que
12
t =—.
gh==~

a(x

c) Determina a(%) e interpreta geometricamente

o valor obtido.

d) Mostra que o perimetro da regido colorida a
azul é dado, em fungio de x , por:

p(x) =3+ \/3 —2(senx + cosx)
e) Determina p (%) e interpreta geometricamente
o valor obtido.

f) Determina o valor de x para o qual é minimo
o perimetro da regido colorida a azul.

T
ny



3. Osciladores harmonicos
e a segunda lei de Newton

A As funcoes trigonométricas como modelos
de fenomenos peridodicos

Existem na natureza muitos fendmenos periddicos, como, por exemplo, as marés,
o movimentos dos astros, o tempo que decorre do nascer ao por do sol, etc.

Uma vez que as funges trigonométricas sao fungdes periddicas, elas sao utilizadas
muitas vezes para modelar matematicamente esses fendmenos.

Tendo em vista a modelacio de fendmenos periddicos, vamos estudar com
algum detalhe funcdes cuja expressdo analitica tem uma das seguintes formas:

asen(bx+c)+d, acos(bx+c)+d ou atg(bx+c)+d,onde a, b, c e d
designam constantes reais, com a#0 e b#0.

Propriedade 1

Qualquer fungao definida por uma expressao do tipo asen(bx+c)+d , ou do

tipo acos(bx+c)+d,com a#0 e b#0 ,tem contradominio [d - |al, d + |al]

2 e p : 2n
e € periddica, com periodo fundamental igual a &=

bl *

Demonstragao
Seja flx)=asen(bx+c)+d,com a#0 e b#0.
Comecemos por provar que o contradominio de f é [d—lal,d+lal| .

Como bx + ¢ pode tomar qualquer valor real, o contradominio da fung¢io defi-
nida por sen(bx+c) € igual ao contradominio da fun¢do seno, ou seja, é o
intervalo [-1, 1] . Entdo, o contradominio da func¢io definida por asen (bx + ¢)
é o intervalo [—Ial, Ial] , de onde vem que o contradominio de f é o inter-

valo [d-lal,d+lal] .

. cL - , . 21
Provemos, agora, que f € periddica, com periodo fundamental igual a &=

bl -

Tem-se:

f é periddica de periodo T<=>VxE€R, flx+T) =f(x) &
< Vx ER,asen[b(x+T) +c] +d=asen(bx+c) +d <
& Vx €R,asen(bx+bT+c)=asen(bx +c) &

s

& VxE€R,sen(bx +c+bT)=sen(bx+c) <

& bT=2kn, com keZ@TJ’%“,com =y

Capitulo 3 | Osciladores har

RECORDA

Uma fungdo f diz-se periddica de
periodo T se, para qualquer x per-
tencente a D:

°x+TeD;

* fix+T)=f(x)

Recorda, ainda, que T € o periodo

fundamental (ou periodo positivo

minimo) de uma fungdo f se:

°*T>0;

e f é periddica de periodo T;

® qualquer numero real positivo
inferiora T néo é periodo da fun-
cao f.

20 AULA DIGITAL

s Resolugao
Exercicios de
«Osciladores
harmadnicos e a segunda
lei de Newton»

NOTA

* Repara que esta condigdo traduz
que bT é periodo da fungdo seno,
dado que bx+ c toma todos os va-
lores reais. Ora, o periodo funda-
mental da funcdo seno é 2x.
Portanto, todo o periodo do seno tem
de ser daforma 2kn,com k€ Z .

e asegunda lei de Newton 23
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a Simulador
Geogebra: Fungtes
trigonométricas

Geogebra:
Transformacoes dos
gréaficos de fungdes
trigonométricas

RECORDA

O periodo fundamental de uma fun-
cao também se designa por periodo
positivo minimo.

NOTA

* Repara que esta condicdo traduz
que bT é periodo da fungdo tangente,
dado que bx+c toma todos os valo-
res do dominio da tangente. Ora, o
periodo fundamental da fungao tan-
genteé m.

Portanto, todo o periodo da tangente
tem de ser da forma kn,com k€ Z.
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Se >0, 0 menor valor positivo de T é obtido quando k=1 ;

Se b <0, 0 menor valor positivo de T é obtido quando k=-1.

Em qualquer dos casos, o menor valor positivo possivel para T é

Portanto, f é periddica, com periodo fundamental igual a 2n

bl

De igual modo se provam estes resultados para as fungdes definidas por uma

2n
bl *

expressao do tipo acos(bx+c)+d .

Propriedade 2

Qualquer funcdo definida por uma expressio do tipo atg(bx+c)+d , com
a#0 e b#0,tem contradominio IR e é periddica, com periodo fundamental

U
bl -

igual a
Demonstragao
Seja fix)=atg(bx+c)+d,com a#0 e b#0.

Comecemos por provar que o contradominio de f é R.

Como bx + ¢ pode tomar qualquer valor real do dominio da tangente, o contra-
dominio da funcido definida por tg(bx+c) € igual ao contradominio da fun¢io
tangente, ou seja, € IR . Entdo, o contradominio da fun¢do definida por
atg(bx+c) é R, de onde vem que o contradominio de f também é R .

Provemos, agora, que f é periddica, com periodo fundamental igual a % .
Tem-se:

f ¢ periddica de periodo T ¢= Vx € Dy, flx +T) =f(x) <

< Vx € Dy, atg|b(x+T) +cl+d=atg(bx+c) +d &

< Vx € Dy, atg(bx +bT +c) =atg(bx +c) &

-

< Vx € Dy, tg(bx +c+bT) =tg (bx +¢) <
észkﬂ:,com kEZ &

<:>T=k—n,com ke”Z

b

Se >0, 0 menor valor positivo de T ¢é obtido quando k=1 ;

se b< 0,0 menor valor positivo de T € obtido quando k=-1.

Em qualquer dos casos, o menor valor positivo possivel para T é % .
Portanto, f é periddica, com periodo fundamental igual a

U
bl *
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1.

Seja f a funcao definida por f(x)=2sen(mx) +3 .

a) Determina o periodo positivo minimo (ou fundamental) da fung¢ao f.
b) Determina o contradominio da fungio f.

c¢) Determina uma expressao geral dos maximizantes da funcao f.

d) Esboca o grifico de f no intervalo [-2,5;35,5].

Resolugao

a) O periodo positivo minimo da fun¢do f é igual a 2%: 2.

b) O contradominio da fungao f é [3-2,3+2],ouseja,é [1,5].

c) Tem-se f(x) =5 ¢ 2sen(nx)+3=5 < sen(nx) =1 <<

<:>nx=§+2kn,kez<:>x=%+2k,kez

d) Dado que o grafico da fungao [ se pode obter do grafico da funcao
seno por meio da composta de uma contra¢do horizontal, com uma
dilatacdo vertical e uma translacdo vertical, apresentamos o seguinte
grafico da fungio f: 3

-~

A 4

A funcio g, de dominio IR, representada graficamente abaixo, admite
uma expressao analitica do tipo asen(bx +c¢) +d .
Determina uma expressao deste tipo que seja compativel com o grafico
apresentado, nomeadamente no que respeita ao periodo fundamental,
contradominio e pontos cujas coordenadas se podem identificar no grafico.

'

y

[UEN
+

/ \/oi

Resolugio

INZaRRAR

O periodo fundamental da funcdo g é igual a diferenga entre dois maxi- :
mizantes consecutivos. ]

Portanto, o periodo fundamental da fun¢io g é 9-1=8.

Entdo, %z 8 , pelo que |b| :%Z% , de onde vem b=§ ou b:—% .
...................................................................................................................................................... (.:.‘;;;é.i;;;‘.;..;
Capit 3]|o dores har

m Seja [ a funcdo, de domi-
nio IR, definida por:

flx)=1 —2cos(%+%)

a) Determina o periodo positi-
vo minimo da funcdo f.

b) Determina o contradominio
da fungao f.
c) Determina uma expressao

geral dos zeros da fungao f.

d)Determina uma expressao
geral dos maximizantes da
funcido f.

e) Determina uma expressao
geral dos minimizantes da
funcao f.

f) Esboca o grafico da fungao f.

m Determina uma expressao
analitica do tipo:

acos(bx+c)+d
para a funcio f, de dominio
IR, cujo grafico é:

-~

v
/ Ol 1 X’

PROFESSOR

Solucdes

42.2)12 b) [-1,3]
c)x=12kV x=—4+12k kKEZ
d)x=4+12k kEZ
e)x=-2+12k k€EZ

f)

el
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RECORDA

* 0 contradominio é [d— lal, d+ |a|]
e, portanto, ndo depende do valor

de b.

Calculos auxiliares

e Jd= lal =-2 PN
d+ |a| =4

e fd==2+ldl
~2+]al +lal =4

@{d:_%'al =

2lal=6
{dz 1
=
lal =3
NOTA

*** Para determinar ¢ convém que
escolhas um ponto que correspon-
da a um maximo ou a um minimo da
fungdo porque outros pontos podem
conduzir a valores de ¢ que ndo séo
adequados aos graficos apresenta-

dos.

P d(t)

Um barco esta atracado num
porto. A distancia do casco do
barco ao fundo do mar varia
com a maré. Admite que essa
distancia, medida em metros, é
dada, em fung¢io do tempo ¢,
medido em horas e contado a
partir das zero horas de um
certo dia, por:

4)

d(t)=7+2cos e+

,t>0

a) Qual é a distancia do casco
do barco ao fundo do mar
no instante inicial?

b) Qual é a distancia do casco
do barco ao fundo do mar
nos intantes de maré alta?

c) Nas primeiras 24 horas, em
que instantes ocorreu a maré
baixa?

PROFESSOR

Solucdes
44.a)6m b)9m
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) continuacdo

Consideremos, por exemplo, b =% .
O contradominio de g é [-2,4], peloque d—lal=-2 Ad+lal=4,

de onde vem** d=1 e lal=3, pelo que a=-3Va=3.

Consideremos, por exemplo, a=3 .

Vem g(x) =3sen<TsTx+c> +1.

Para determinar o valor de ¢, podemos utilizar o facto de o ponto de
coordenadas (1,4) pertencer ao grafico de g, pelo que g(1)=4*** 3

Tem-se:

8(1)=4<:>3sen<%+c>+1:4<:>sen <%+c>=1 =

t, =T i
<:>4+c—2+2/en<:>c 4+2kn,kEZ
Consideremos, por exemplo, ¢ =% .
Uma expressao de g(x) compativel com os aspetos observados é
+1
3sen (TETX + %) +1,o0useja, 3 sen# + 1, como podes verificar

obtendo uma representagiao grafica da funcao definida por esta expressao.

Considerando b=-2 ou a=-3 ou c= % +2kn ,com k € Z\{0}, i
teriamos obtido outras expressdes para g(x) que, como podes verificar, ;
sdo equivalentes a esta.

Na figura ao lado esta representada uma circunferéncia de diametro [AB]
e uma reta r, perpendicular a [AB] . Considera que um ponto P, partin-
do de A, percorre toda a circunferéncia.
Sabe-se que, ¢ segundos apds o inicio do movimento, a distidncia do

ponto P areta r é dada por d(t)=10- 8 cos <§t> .

a) Qual € a distancia do ponto A areta r?

b) Qual é o raio da circunferéncia?

c¢) Quanto tempo demora o ponto P a descrever uma volta completa?
Resolugio

a) E referido no enunciado que o ponto P parte de A , pelo que, no ins-
tante 0, o ponto P coincide com o ponto A .

Tem-se d(0)=10-8cos0=10-8=2, pelo que a distancia do ponto A
areta r éiguala 2. :

b) O contradominio da fungio d é [10-1|-8|,10+|-8l] =[2,18].
Portanto, tem-se:

* a distAncia minima do ponto P areta r éigual a 2 (ocorre quando
o ponto P coincide com o ponto A); :

* a distdncia mdxima do ponto P areta r € igual a 18 (ocorre quando
o ponto P coincide com o ponto B). '

Logo, AB=18-2=16 . Portanto, o raio da circunferéncia é igual a 8.

continua p
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4 Esboca o grifico da func¢do definida por f(x)

} continuacéo

¢) O tempo que o ponto P demora a descrever uma volta completa cor-
responde ao periodo positivo minimo da fungio d .
Tem-se que o periodo positivo minimo da fungdo d ¢é 2% , OU seja,
€ igual a 6. %

Portanto, o ponto P demora 6 segundos a descrever uma volta completa.
=1-tg™ 1o intervalo

1-6, 6. N

Resolugio

Comecemos por obter o dominio desta fungao.

Tem-se: T¢2+kn(k€Z)<=>4¢2+k kEZ &< x+2+4k, kEZ

Portanto, o dominio de f é R\{...,—10,-6,-2,2,6, 10, ...} .

Uma vez que o periodo fundamental da fungido é igual a , Ou seja,

SSEIE

€ igual a 4, basta obter o gréfico, por exemplo no intervalo -2, 2] .
Neste intervalo, tem-se f(x) =0 < tg 4 =l&x=1.
Além disso, tem-se f(0)=1-tg0=1-0=1.

Tem-se, também:

o lim f(x)=lim (1—tgn—x>=l—tg<£>=1—(+oo)=—oo
x—2 x—2 4 %

e lim f(x)= lim (1—tg ) 1- tg(——) =1-(—00)=+00
96—'(—2)+ x—»(—Z)Jr 4 2’

Estes factos, bem como o facto de sabermos que o grafico de f se pode
obter do grafico da tangente, permitem esbogar o grafico de f, no inter-
valo ]-2,2[.

-~

Y

N

-2 O 1

3]
*
-

Portanto, um esbog¢o do grafico de f no intervalo |-6, 6] é

V'S

Y

I
......

Seja f a fungdo definida
por:
T(x + 1)

3+\/_

a) Determina o dominio de f.
b) Indica o contradominio de f.

c) Determina o periodo positivo
minimo de f.

d) Determina f{0)

e) Determina uma expressao ge-
ral dos zeros de f.

f) Determina lim f{x)

x—2

lim f(x)

x——4"

g) Determina

h) Esboca o grafico de f.

PROFESSOR
Solucdes
45.a) {(xER: x22+6k kKEZ}
b) R
c)6
d) 4
e)x=—3+6k kEZ
f)+
g)-oo
h)
|
/1 A
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m Considera que um ponto P
se desloca numa reta numérica
de tal forma que a sua abcissa,
t segundos apds um certo ins-
tante inicial, é dada por:

x(t) =2cos (%t)

a) No instante inicial, qual é a
abcissa do ponto P ?

b) Qual é a maior e qual é a
menor abcissa que o ponto P
pode ter?

c) Trés segundos ap0ds o instan-
te inicial, 0 ponto P tem uma
certa abcissa. Quanto tempo
depois é que o ponto P volta
a ter a mesma abcissa?

d)Durante o primeiro minuto,
quantas vezes € que a abcissa
do ponto P éiguala—1?

PROFESSOR
Solucdes

46.a)2 b) Maior: 2; menor: —2

c)2segundos  d) 30

Mais sugestdes de trabalho

Exercicios propostos n.’”® 53 a 59
(pags. 40 e 41).

2 AULA DIGITAL

s Simulador
Geogebra: A mola

Geogebra: O péndulo

) continuacdo

que a sua abcissa, ¢ segundos apds um certo instante inicial, é dada por

x(t) = 3cos<8nt+§) .

—P—

-3 2 4 x@®) 0 1 2 3

a) No instante inicial, qual é a abcissa do ponto P ?

b) Qual é a maior e qual é a menor abcissa que o ponto P pode ter?

¢) Num certo instante, o ponto P tem abcissa —3. Quanto tempo depois
¢ que o ponto P volta a ter abcissa —3? :

Resolugdo

a) Tem-se x(0)=3 cos% = 3><% = % =1,5.
Portanto, no instante inicial, a abcissa do ponto P € 1,5.

b) O contradominio da fun¢ao x é [-3, 3].

Portanto, a menor abcissa que o ponto P pode ter ¢ —3 e a maior
abcissa que o ponto P pode ter é 3.

¢) O tempo que decorre entre duas passagens consecutivas pelo ponto de
abcissa —3 é o tempo de um percurso completo de ida e volta. Por isso, :

p ~ 25 2n H
esse tempo corresponde ao periodo da fun¢do, que € igual a FeRLE
: :

seja, € igual a 1 . Portanto, o ponto P demora 4 de segundo a fazer

4
um percurso completo de ida e volta.

A Osciladores harménicos

A situagao que descrevemos no problema que acabdamos de resolver enquadra-se
no conceito de oscilador harménico. De facto, tem-se:

Dé-se o nome de oscilador harménico a um sistema constituido por um ponto
que se desloca numa reta numérica, num determinado intervalo de tempo I,
de tal forma que a respetiva abcissa, como fung¢ao de ¢t €1, ¢é dada por uma
expressao da forma:

x(t)=Acos(wt+¢),onde A>0, ©>0 e ¢ €[0, 2x[

A constante A dé-se o nome de amplitude.
A constante @ dé-se o nome de pulsacio.

A constante ¢ da-se o nome de fase.

Tem-se que a funcdo x € periddica de periodo T'= %D—n

Ao inverso do periodo da-se o nome de frequéncia.
A frequéncia € designada por f.Tem-se, portanto, f =% .

étricas
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Exercicios resolvidos S :

1. Umponto P desloca-se numa reta numérica no intervalo de tempo I=[0, 8] :
: (medido em segundos), de tal forma que a respetiva abcissa, como fungao ;
de t €1, é dada pela expressio: E

x(t) = 5cos<§t+n>

a) Indica a abcissa do ponto P nos instantes 0 e 1.

b) Indica a amplitude, o periodo e a frequéncia deste oscilador harmonico.

c) Determina os valores de ¢ para os quais a abcissa do ponto P é igual
a2s. ]

d) Determina em que instantes é que a distincia do ponto P a origem

¢ maxima.

Resolugao

a) Tem-se:
* x(0) =5cos<§x O+7t> =S5cosmt=-5
° x(1) =5cos<§>< 1 +TE> =5cos37n=0
Portanto,

* no instante 0, a abcissa do ponto P é —S5;

* no instante 1, a abcissa do ponto P € 0.
b) A amplitude € igual a 5, o periodo € igual a % , ou seja, é igual a 4,

e a frequéncia € igual a % . 2

c) Tem-se, para € [0, 8] :

x(t)=2,5<:>5cos<§t+7t>=2,5<:>cos(%t+n>=%<:>
<:>cos<§t+n>=cos§<=>

T _T T __T
<:>2t+TE—3+2an2t+Tc 3+2kn,k€Z<:>
slivi=linviii="linreze

2 3 2 3 ’
<:>t+2=%+4k\/t+2=—%+4k,kez<:>
Si=-3rarvi--Siarkez

8 4

P =1, temse t=2V =2,
ara k , tem-se t 3 t 3
Para k=2 ,tem-se t=23—0\/t=13—6.

Para outros valores de k , os correspondentes valores de ¢ nio perten- '

cem ao intervalo [0, 8] .

Portanto, os valores de ¢ para os quais a abcissa do ponto P ¢é igual !
-4 8 16 20 :

a2,5sdo 5, 5, 5 € 5.

’ 3237 3 3
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Um ponto P desloca-se
numa reta numeérica no inter-
valo de tempo =0, 14] (me-
dido em segundos). Uma expres-
sdo analitica da fungdo f que
d4 a abcissa do ponto P, como
funcio de *€1I , é do tipo
Acos(wt+0) , com A >0,
0w>0e¢ 0€[0,2n].

O grafico de f é:

AN

ury
+

©)

VeIV

a) Determina uma expressao
analitica da fun¢io f.

b) Indica a amplitude, a pulsa-
¢ao, o periodo e a fase deste
oscilador harmonico.

PROFESSOR

Solucdes

47.a) f(t)=4cos < t+—>
.
3’

b) Amplitude: 4 ; pulsacdo:

periodo: 6; fase: == 2n

30 Temas | Trig jae

} continuacdo

d) Dado que ¢ toma todos os valores do intervalo [0, 8], gt toma os
E OEXS :[0,475].

Entio, %t +7 toma todos os valores do intervalo [r, Sn] . Portanto,

o contradominio da fun¢io definida por cos<§t+n> é o intervalo

valores do intervalo

[-1, 1] e o contradominio da fun¢do x é [-5, 5] . Assim, o ponto P
esta a distancia maxima da origem quando a sua abcissa for igual a -5
ou quando a sua abcissa for igual a 5.

Tem-se, para ¢ € [0, 8] :
x(t) =5 & 5cos(§t+n> =+5 &

<:>cos<§t+n>=i1 <:>§t+n=k7t,k€Z<:>

<:>%t+1=k,k€Z<:>%t=k—1,k€Z<:>%t=k’,k’€Z

S it=2kk'EZ

Para k'=0,o0btém-se t=0.Para k'=1,0btém-se t=2.

Para k'=2 ,0btém-se t=4 .Para k'=3,0btém-se t=6.

Para k'=4 ,obtém-se t=38.

Para outros valores de k', os correspondentes valores de # nao per-
tencem ao intervalo [0, 8] . :
Portanto, os valores de ¢ para os quais o ponto P estd a distadncia
maxima da origem sdao 0,2,4, 6 ¢ 8. :

2 Um ponto P desloca-se numa reta numérica no intervalo de tempo :
=0, 6] (considera que o tempo é medido em segundos). Uma expressio
anahtlca da funcao f que dd a abcissa do ponto P , como funcao de
t€1,¢é do tipo Acos(wt+¢) ,com A>0, >0 e 6€[0, 2n] .

O graficode [ é:

F'S

34

P

i
+
t

M
+

P

a) Determina uma expressao analitica da funcao f.

b) Indica a amplitude, a pulsacdo, o periodo e a fase deste oscilador :
harménico. :

B eeeeeeeeeeeeeeeee e e aeaeeteeee0000e0eeteeteleeeeneaneanaataatNNoNN0N0000000000000000eeeetetententettatttttNtNN0N0000000tettetetttttttententartarantratntanen -
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) continuacdo
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Resolugio
a) O contradominio da funcdo f é [-3, 3] .Porisso, A=3.

O periodo positivo minimo da fun¢io f pode ser obtido através da !

diferenca entre dois maximizantes consecutivos. Assim, o periodo posi- :
tivo minimo da func¢do f é 3,5-1,5=2. :
2n

Portanto, = 5 = .
Determinemos agora o valor de ¢ .
! NOTA
Como o ponto de coordenadas (1,5; 3) pertence ao grafico de f, tem- : * Tal como referimos na pégina 26,
-se f(1,5)=3". convém que escolhas um ponto do

grafico que corresponda a um maxi-
mo ou a um minimo da fungéo.

Portanto, 3cos(nx1,5+0) =3, pelo que cos<%+ ¢> =1.
Como ¢ € [0, 2xn[ , vem ¢=§ .
Portanto, tem-se f(x) =3 cos (nx + %) .

b) Amplitude: 3

Pulsagdo:
Periodo: 2
s
Fase: =
2
i 3. Um ponto P desloca-se numa reta numérica no intervalo de tempo
i p ) u i u. ! v ) p m Um ponto P desloca-se
I=[0,10] (considera que o tempo é medido em segundos). A abcissa do : numa reta numérica, no inter-
ponto P, no instante ¢, é dada por: valo de tempo I=[0, 60] (me-

ma que a sua abcissa, no
instante ¢, é dada por:

a) Determina a abcissa do ponto P no instante 0. x(t) = sen (mz)

dido em segundos), de tal for-
x(2) =4sen<§t+%> H

b) Determina os instantes em que a abcissa do ponto P € igual a —4. a) Prova que se trata de um os-

. , . cilador harménico.
¢) Prova que se trata de um oscilador harménico.

b) Indica a amplitude, a pulsa-

d) Indica a amplitude, o periodo, a frequéncia e a fase deste oscilador o, ® parieds, & At

harmonico. e a fase deste oscilador har-
g monico.
Resolugao
a) Tem-se: x(0) = 4sen<§x 0 +%> = 4sen%= 4 ><%= 2

Portanto, no instante 0, a abcissa do ponto P ¢ igual a 2.

b) Tem-se: x(t) =—4 < 4sen(%t+£> = 4 &

6
L 1 T, R_3n

<=>sen(2t+6>— 1<:>2t+6 > +2kn, kEZ &

1,,1.3 1,.3_1
<:>2t+6—2+2k,kEZ<:>2t—2 6+2/e,/e€Z<:>
shi8ipkezae izt rezs =814k kez

2 6 2 3 3 : PROFESSOR
Assim, no intervalo [0, 10], os valores de ¢ para os quais a abcissa do Solucdes
ponto P éiguala—4 sio § . & 48. b) Amplitude: 1; pul]sagaoz né

3 3 periodo: 2 ; frequéncia :E; fase: 7”

continua p
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m Um ponto P desloca-se
numa reta numérica, no inter-
valo de tempo =10, 20] (me-
dido em segundos), de tal for-
ma que a sua abcissa, no
instante ¢, é dada por:

x(t) = 3sen( )+\/_cos( )

a) Prova que se trata de um os-
cilador harménico.

b) Indica a amplitude, o perio-
do, a frequéncia e a fase des-
te oscilador harménico.

c) Determina os instantes em
que a aceleracao de P é nula.

PROFESSOR
Solucdes

49. b) Amplitude: \/—2 periodo: 8 ;

frequéncia: 1. ; fase: %ﬂ
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} continuacdo

...............................................................................................................................................................................

- ) = n, T n,.m LY
c) Tem-se: x(t)—4sen<2t+6> 4cos<2 +2t+6> 4cos< t+ )

Portanto, x(#) €é da forma Acos(wt+¢),onde A>0, w>0 e
o € [0, 2n[ , pelo que o movimento do ponto P na reta numérica
¢ efetivamente um oscilador harménico.

d) Amplitude: 4 Periodo: 2?71', =4 Frequéncia: % Fase: 53_n

2

{ 4. Um ponto P desloca-se numa reta numérica no intervalo de tempo
4 I=[0, 3] (considera que o tempo é medido em segundos). A abcissa do
ponto P, no instante ¢, é dada por:

x(t) = sen (mt) — V3 cos (1t)

a) Prova que se trata de um oscilador harmonico.

b) Indica a amplitude, o periodo, a frequéncia e a fase deste oscilador
harménico.

c) Determina os instantes em que a velocidade de P € nula.

d) Determina o valor real de k tal que Vi€ I, x"(t) =—kx(z) .

Resolugio
a) Tem-se:
sen (7tt) \/—cos (mt) = sen (mt) — tg<3 )cos (mt) =
sen <§> sen (%)cos (mtt) )

=sen (Tt) — cos (1tt) = sen (mt) —

cos <E> cos (E)
3 3
T T T
sen (1f) cos <§) —sen (§>cos (mt) i sen (nt - §> )
T 1
cos|( 3 >
=2$CH<TCt—E> =2cos<3—n+nt—ﬂ) =2cos(nt+E>
3 2 3 6

Portanto, x(t) é da forma Acos(wt+¢),onde A>0, >0 e
& € [0,27[ , pelo que 0 movimento do ponto P na reta numérica

é efetivamente um oscilador harmoénico.

b) Amplitude: 2 Periodo: 2 Frequéncia: % Fase: %

c) Tem-se:

x'(t)=0 &= [2cos<nt+%>] =0

P —2nsen<nt+%) 0&= sen(nt+%> 0&=

<:>Ttt+— km, k€Z<:>t+g—k kEZ &

continua p
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} continuacéo

Para k=2 ,tem-se t—%
Para k=3, tem-se t—%.
Para k=4, tem-se t—%.

Para outros valores de k , os correspondentes valores de ¢ nio perten- :
cem ao intervalo [0, 3] .

Portanto, os valores de ¢ para os quais a velocidade do ponto P ¢é

- 5 11 17
nulasio =,— e —

6’6 6
d) Tem-se: Vi€, x"(t) =—kx(t

&S Vel [ 2msen| T ]=—kX2COS Ttt+7—> =

6

T /T
S Vel -2 COS( ?) =—2kcos <nt + ?) Mais sugestdes de trabalho

Portanto, k=72 . Exercicios propostos n.” 60 e 61
(pag. 42).

A Equacdes diferenciais envolvendo funcoes
trigonométricas. Lei de Hooke e a segunda
lei de Newton

Comecemos por recordar o conceito de equagao diferencial.
Consideremos, por exemplo, a equagao f"'=-4f.

Pelo facto de, na equacao f"=-4f, a incognita representar uma fungio e a
equacao envolver uma derivada dessa fun¢do, dizemos que esta equagao é uma
equacgao diferencial (note-se que, neste caso, a derivada é de segunda ordem).

Dizemos que a funcdo definida por f(x)=cos(2x) é uma solucdo desta equacio,

pois é verdade que [cos (2x)]"=—4cos (2x) .
De facto, tem-se [cos (2x)]'=—2sen (2x) , pelo que
[cos (2x)]" = [~ 2sen (2x)]' = -4 cos (2x)

Vejamos mais dois exemplos:

@ ExempLos

1. A fun¢io f definida por f(x)=senx é solucido da equagio diferencial
() + () + flz) = cosx
De facto, tem-se: f'(x) =cosx f'(x) =—senx
Portanto, f"(x)+/'(x) + f(x) =—senx + cosx +senx =cosx .
continua )
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m Mostra que a fun¢ao [ de-
finida por f{x) =cosx +senx é
solugao da equagao diferencial

f'(x) + flx) =2cosx

PROFESSOR
Gestao curricular

O descritor 3.3 pode ser considerado fa-
cultativo, aconselhando-se a sua lecio-
nacdo numa perspetiva interdisciplinar
com a disciplina de Fisica para os alu-
nos do Curso de Ciéncias e Tecnologias.

NOTA

S6 vamos considerar o caso em que
a mola alonga no sentido positivo da
reta numérica.

NOTA

* Esta constante depende das uni-
dades consideradas.
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) continuacdo
2. A funcdo f definida por f(x)=sen2x é solu¢dao da equagao diferencial
() +4fix) =2
De facto, tem-se [f'(x) =2senx cosx =sen(2x) , de onde vem
f'(x) =2cos(2x) =2(cos2x —sen2x) =2 cos2x —2sen?x ,
pelo que se tem:

7"(x) +4f(x) =2cos?x —2sen2x +4sen2x =2 cos2x + 2sen2x =
=2(cos2x +sen?x)=2x1=2

Como ja vimos, existem muitas situagoes da realidade que podem ser traduzidas
por meio de equagdes diferenciais. Vamos ver mais um exemplo especialmente
importante.

Consideremos um ponto material P de massa m colocado na extremidade de
uma mola cuja outra extremidade se encontra fixa. Como resultado da forga exer-
cida pela mola, o ponto P desloca-se sobre uma reta numérica. Nesta reta, vamos
tomar para origem o ponto de equilibrio (o ponto de equilibrio corresponde a
posi¢do do ponto P quando a mola nao estd comprimida nem estendida).

S eeu et et e eay

Ponto de equilibrio

Suponhamos agora que, num certo instante ¢, o ponto P estd a esquerda do
ponto de equilibrio, tal como ilustrado na figura seguinte.

 d

LO00000000000N 9
vouououuuuUUU =t

Na figura designou-se por x(t) a abcissa do ponto P no instante ¢ e designa-se
por d a distincia do ponto P ao ponto de equilibrio.

Neste caso, em que o ponto P estd a esquerda do ponto de equilibrio, a abcissa
x(t) do ponto P é negativa, tendo-se, portanto, d=—x(¢) .

Como o ponto P estd a esquerda do ponto de equilibrio, a forca F exercida
pela mola sobre P tem sentido positivo. De acordo com a lei de Hooke, esta
for¢a é proporcional a distincia d a que P se encontra do ponto de equilibrio.
Tem-se, portanto, F=kd ,onde k é a constante de proporcionalidade®.

Vem, entdo: F=kd=k(-x(t)) =—kx(t)

Por outro lado, de acordo com a segunda lei de Newton, esta forca é igual ao
produto da massa m pela aceleracio do ponto P .

Como sabemos, se x(#) € a abcissa do ponto P no instante ¢, entdo a acelera-
¢do do ponto P nesse instante é dada por x'"(z) .

rig étricas



Portanto, o produto da massa m pela aceleracio do ponto P é dado por mx"(z) .

Assim, a abcissa x(¢) do ponto P no instante ¢ satisfaz a equacdo diferencial:

mx"(t) = —kx(t)*

Esta equacdo € equivalente a x"(¢) = —%x(t) .
Designando % por a,vem:

x"(t) =—ox(t)
Vamos agora ver que qualquer funcdo definida por uma expressio da forma
x(t) = Acos(\/&t+ b)

onde A e b sido constantes reais, satisfaz a equacao diferencial x"(¢) =—owx(t) .

De facto, tem-se:

x'(t) = [A cos(\/at + b)] - —VoAsen (\/&t + b)

de onde vem
x"(t) = [—\/&A sen (\/&t+ b)]'z —0lAcos (\/&t+ b) R

pelo que, efetivamente, se tem x"(£) =—oux(z) .

E possivel provar que qualquer solucio da equagio diferencial x"(t) =—oux(t) é

da forma x(t) = Acos (\/at+ b) ,com A>0 e b€|[0,2n[, escolhidos conve-
nientemente.

Concluimos, assim, que um sistema formado por uma mola e por um ponto
material na respetiva extremidade constitui um oscilador harménico.

Um ponto material P de massa 10 g, colocado na extremidade de uma
mola, desloca-se numa reta numérica, orientada da esquerda para a direita :
e onde uma unidade corresponde a 1 cm. Admite que a origem desta reta
numérica coincide com o ponto de equilibrio. '

A forca exercida pela mola é proporcional a distancia a que o ponto P se
encontra do ponto de equilibrio, sendo, neste caso, a constante de propor- :
cionalidade igual a 40 (na unidade fisica correspondente as unidades de :
massa, comprimento e tempo considerado). Num certo instante, inicia-se
a contagem do tempo (o tempo é medido em segundos). :

Seja x(#) a abcissa do ponto P no instante £ .
a) Traduz esta situagao por uma equacao diferencial, da forma:
x"(t) =—ox(t)
b) No instante 0, a mola esta a estender-se, o ponto P encontra-se 3 cen-

timetros a direita do ponto de equilibrio e a sua velocidade, nesse ins-
tante, € 2 cm/s. Determina x(t) .

c) Indica a amplitude, o periodo, a frequéncia e a fase deste oscilador har- :
monico. Apresenta o valor da fase arredondado as centésimas.

continua p
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NOTA
* Justificou-se a igualdade
mx"(t) = —kx(t)

para a situagdo em que o ponto P
tem abcissa negativa.

m Justifica a igualdade
mx"(t) = —kx(t)

para a situagdo em que 0 ponto
P tem abcissa positiva.
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) continuacdo
E Um ponto material P de -
Resolugio

massa 5 kg, colocado na extre-
midade de uma mola, desloca-
-se numa reta numérica, orien-
tada da esquerda para a direita
e onde uma unidade corres-
ponde a 1 m. Admite que a ori-
gem desta reta numérica coin-
cide com o ponto de equilibrio.
Num certo instante, inicia-se a
contagem do tempo (o tempo é
medido em segundos). Seja
x(¢) a abcissa do ponto P no
instante ¢ .

Sabe-se que x"(¢) =—9x(t) .

a) De acordo com a lei de Hoo-
ke, a forca exercida pela
mola sobre P é proporcio-
nal a distancia a que o ponto
P se encontra do ponto de
equilibrio. Qual é, neste caso,
o valor da constante de pro-
porcionalidade (relativamen-
te as unidades de medida con-
sideradas)?

b) No instante 0, a mola estd a
estender-se, 0 ponto P encon-
tra-se 2 metros a esquerda
do ponto de equilibrio e a
sua velocidade, nesse instan-
te, ¢ 3 m/s. Determina x(z) ,
apresentando o valor da fase
arredondado as décimas.

PROFESSOR

Solucdes

52.a) 45

b) V/5 cos(3t+3,6)
[=] Tz [s]
}::l
[=]
Caca aos
erros!

Osciladores harmdnicos
e a segunda lei de Newton

Mais sugestdes de trabalho

Exercicio proposto n.° 62
(pag. 42).

+Exercicios propostos
(pags. 43 a 63).
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a) Tem-se oczﬂz 4, de onde vem x"(t) =—4x(t) .

10

b) Tem-se x(t)=Acos(\/4—t+ b)=Acos(2t+b) ,com A>0 e be|0,2n| .

No instante 0:

o ponto P encontra-se 3 centimetros a direita do ponto de equili- :
brio, pelo que x(0)=3; {

° a mola estd a estender-se e a velocidade do ponto P é 2 cm/s, pelo
que x'(0)=2. :
Ora,
e x(0)=3<¢<> Acosb=3
e dado que x'(¢) =—2Asen(2¢+b) , tem-se:
x'(0)=2¢=>-2Asenb=2 &
& Asenb=-1

Vem, entao:

{ACOSb =3 = A’cos?b + A’sen2b=9+1 =

Asenb=-1 :
= A?[cos?b +sen’b] =10 => A’x1=10 = A=V10 (pois A >0)

Determinemos agora o valor de b .

Como cosb >0 e senb <0, vem bE]?’z—n,Zn[.

De V10cosb =3 ,vem cosb =

e
(e}

3n 3
Como bE]—, 2n[ e cosbh=———,vem b=5,96.
2 V10
Portanto:
x(t) =V 10cos (2t + 5,96)
c) Tem-se:

Amplitude: A=v10

Periodo: 22_11: =T

At A
Frequéncia: p

étricas



Formulas trigonométricas

Tem-se, para quaisquer nimeros reais x e y:
® sen(x +7y) =senx cosy +seny cosx ® sen(x —y) =senx cosy —seny cosx
® cos(x —y) =cosx cosy+senx seny ® cos(x +7y) =cosx cosy—senx seny

® sen(2x) =2senx cosx ® cos(2x) =cos2x —senZx

Limites de funcoes
trigonométricas

T . . senx
Tem-se o seguinte limite notavel: lim =—==1
x—0 X

pp. 14
el5

Derivadas de funcoes
trigonométricas

Tem-se que as fungdes seno e cosseno sdo diferencidveis em IR e que a fung¢ao
tangente é diferenciavel em todo o seu dominio. Tém-se também as seguintes
regras de deriva¢do (# designa uma funcio):

1
®sen'x =cosx ® cos'x =—senx ctglx=——"
cos?x
u/
° (senu)' =u'cosu ° (cosu)' =—u'senu * (tgu)' =—
cos?u

pp- 23
e24

Modelos periodicos

Propriedades:

1. Qualquer fun¢ao, de dominio IR, definida por uma expressiao do tipo
asen(bx+c)+d ,oudo tipo acos(bx+c)+d,com a#0 e b#0,tem con-
tradominio [d - lal, d+lal] e é periédica, com periodo fundamental igual

2n
a &~.
|b]
2. Qualquer fun¢io, de dominio IR\{x ER: bx+c= g + km, k € Z} , definida

por uma expressdo do tipo atg(bx+c)+d,com a#0 e b#0,tem con-
T

bl -

tradominio IR e é periddica, com periodo fundamental igual a

Oscilador harménico

Da-se o nome de oscilador harménico a um sistema constituido por um ponto
que se desloca numa reta numérica, num determinado intervalo de tempo T,
de tal forma que a respetiva abcissa, como funcdo de ¢t €1, é dada por uma
expressao da forma: x(#)=Acos(®wt+¢),onde A>0, ©>0 e 6 €[0,2n[.
A constante A da-se o nome de amplitude. A constante @ di-se o nome de

pulsagio. A constante ¢ di-se o nome de fase.

Tem-se que a fungdo x € periddica de periodo T= %

Ao inverso do periodo da-se o nome de frequéncia.

A frequéncia € designada por f.Tem-se, portanto, [ =% .

Sistema formado por
uma mola e por um
ponto material colocado
na respetiva extremidade

Seja P um ponto material de massa 7 colocado na extremidade de uma mola
(cuja outra extremidade se encontra fixa).

Vamos considerar que, em resultado da for¢a exercida pela mola, o ponto P
se desloca sobre uma reta numeérica, na qual vamos tomar para origem o ponto
de equilibrio (ponto que corresponde a posicao do ponto P quando a mola
ndo estd comprimida nem estendida).

De acordo com a lei de Hooke, a forga exercida pela mola sobre P ¢é propor-
cional a distancia a que P se encontra do ponto de equilibrio. Designando por
k a constante de proporcionalidade, a abcissa x(#) do ponto P satisfaz a
equagao diferencial mx"(¢) = —kx(#) .

Esta equagdo € equivalente a x'(¢) =—ax(¢) onde o _k . Qualquer solugao

da equacgao diferencial x"(#) =—ox(#) é da forma x(#) =Acos (\/at+ b) .

da lei de Newton 37
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PROFESSOR
Solucdes

38 Tema5 | Trig

Os cinco itens deste grupo sao de escolha multipla. Para cada um deles, escolhe

a Unica opgéo correta.

1. Indica o valor de sen(2x), sabendo que senx =% e que x € ]%, 3 [ .

2
2 4V2
(A) 3 (B) 9
2 4V2
©) 3 (D) 9
. Para um certo numero real k ,¢é continua a fun¢ao [, de dominio R, defi-
nida por:
k - cosx se x<0
flx) =1 x +sen (3x) e x>0
x
Qual é o valor de k ?
(n) 3 (8) 4
©Ss (D) 6

. Seja f a funcdo definida por f(x) = 3sen’(4x) . Qual é o declive da reta

tangente ao grafico de f no ponto de abcissa % ?
(A) 6 (B) 8
(©) 10 (0) 12

. Considera que um ponto P percorre uma circunferéncia, de tal modo que a

distancia do ponto P a uma reta r, t segundos apds um certo instante
inicial, é dada por:
d(t) =3 +2sen STLE2T

Considera as seguintes proposigoes:
I. A reta r é tangente a circunferéncia.
II. O comprimento da circunferéncia é 4r .

III. O ponto P demora 4 segundos a percorrer a circunferéncia.

Qual das op¢odes seguintes € a correta?
(A) T eIl sao falsas. (B) I e III sdao verdadeiras.

(c) II é verdadeira e III é falsa. (D) I e IIT sdo verdadeiras.

. Um ponto desloca-se sobre uma reta numérica de tal modo que a sua abcissa,

¢t segundos ap6s um certo instante inicial, é dada por x(¢) = Scos (67 +2) .
Qual € a frequéncia deste oscilador harmoénico?

(A) 2 (B) 3

(©) S (D) 6

iae

oes Trig
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Grupoll

Na resposta a cada um dos cinco itens deste grupo, apresenta todos os calculos
gue efetuares, explica os raciocinios e justifica as conclusoes.

Na figura esta representada, em referencial o.n. y4
xOy , a circunferéncia trigonométrica. Os pontos P
P e Q pertencem a circunferéncia. Q
O ponto P tem ordenada % 0 x

O angulo POQ tem 23_75 radianos de amplitude.

Determina o valor exato da abcissa do ponto O .

L 4

Seja f a fungdo, de dominio ]0, [ , definida por f(x) =1+ 3cos’x .

a) Seja o pertencente a |0, nt[ tal que tg o= —% . Determina f(a) .

b) Recorrendo a defini¢ao de derivada de uma fun¢do num ponto, determina
)

c) Estuda a funcao [ quanto ao sentido das concavidades do seu gréfico
e determina as coordenadas dos pontos de inflexdo.

d) A reta de equagdo y= 13 iterseta o grafico da fun¢ao f em dois pontos.

4
Sejam P e Q esses dois pontos, sendo P o de menor abcissa.

Determina a drea do tridngulo [OPQ] .

Seja g a funcdo, de dominio ]-oo, 7 , definida por:

1+x*¢* se x<0
x)=49 _
&) 2 - cosx se 0<x<m
senx

a) Estuda a funcao g quanto as assintotas ao seu grafico.

b) Estuda a fun¢do g quanto a monotonia e quanto a existéncia de extre-
mos relativos, no intervalo 0, [ .

. . 2x +sen2x
Determina lim ==—>—=
x—+o0 x +In(x)

A Marta tem doze livros. Dois sdo de aventuras, quatro sdo de fic¢do cienti-
fica e seis sdo policiais.

a) A Marta vai de férias e quer levar metade dos livros. De quantas maneiras
pode fazer a sele¢io, de modo a levar, pelo menos, trés livros de ficcdao
cientifica?

b) Por fim, decidiu levar dois livros de cada género e vai arruma-los numa
prateleira. Supondo que o faz ao acaso, qual é a probabilidade de os livros
ficarem arrumados por género?

Capitulo 3 | Osciladores har

PROFESSOR
Solucdes

\/§+2\/§

6

17
2.a) flo)=—
a) flo) -

()

¢) O grafico da funcdo f tema con-
cavidade voltada para baixo nos
intervalos U,% e 3—“, | e
tem a concavidade voltada para
cimanointervalo [%31

Os pontos de abcissas % e 3’45

sdo pontos de inflexdo do grafico
da funcao f.
d) 2T (ua)

12
3. a) A reta de equacdo y=1 é
assintota horizontal ao grafico da
funcdo g, quando x——co.

As retas de equagdes x=0 e x=m
sdo assintotas verticais ao grafico
dafuncéo g.

b) A funcao é decrescente no inter-

valo ]O, %] e é crescente no inter-

valo [%n[
A funcao atinge um minimo relativo

_T
para x=7z.

4.2

5. a) 252
1

b)—

)15

[m] yix=[u]

Resolugao

ea la lei de Newton 39




Exercicios propostos

40

E Seja f a fungdo, de dominio IR, definida por:
(x + 2,5)
3

a) Determina uma expressdo geral dos zeros da
fungao f.

flx)=1-2sen

b) Determina o periodo fundamental da fungio f.
c¢) Determina o contradominio da fung¢ao f.

d) Determina uma expressao geral dos maximizan-
tes da fungao f.

e) Determina uma expressao geral dos minimizan-

tes da fungdo f. 20 AULA DIGITAL

= Resolugao
Exercicio 53 (resolucao
passo a passo)

f) Esboca o grifico de f.

m Esboga o grafico de cada uma das seguintes
fung¢oes definidas por:

a) alx)=1+ senRTx

_ T..T
b) b(x)=4cos <6x+3> +2

c) c(x)=2tg <%x + g) +1

E Em cada uma das alineas seguintes esta indi-
cado o contradominio, o periodo fundamental e
um maximizante de uma fung¢ao definida por uma
expressao analitica do tipo asen(bx + ¢) + d , com
a>0, b>0 e c€[0,2n] .Para cada uma delas,
determina o valorde a, b, c e d.

PROFESSOR

a) Contradominio: [-2, 6]
Periodo fundamental: 5

Maximizante: 5

b) Contradominio: [-3, 7]
Periodo fundamental: 20

Maximizante: 5

c) Contradominio: [1, 5]
Periodo fundamental: 100

Maximizante: 23

E Seja f a fungao periddica, de dominio IR, repre-
sentada graficamente abaixo.

'S

y

a) Indica o periodo fundamental da fun¢do f.
b) Indica o contradominio da funcao f.

c) Determina uma expressao analitica para a fun-
¢ao f,do tipo acos(bx +c¢)+d,com a>0,
b>0 e ¢ €[0,2n[, que seja compativel com o
grafico apresentado.

54. a) e
Solucdes /\/\/\t}\/\/\ 55. aMSE”(E“ﬁ) +2
53.a) x=6kV L 4
VXx=-2+6k kEZ b)55en<%x> +2
b)© b) 2 T T
¢)[-1,3] : c)25en(%x+ﬁ>+3
d)x=2+6k kEZ \ 1 /\ -
e)x=—1+6k kEZ NI/ O|1\/ yog b) [-6, 4]
f) y

e oo+ 15) -

\./|1\/ 1
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m Seja f a fungdo periddica, de dominio

R\{x : x = 6k, k € Z} , representada graficamente
abaixo.

Tal como a figura sugere, tem-se:
f3)=2 e fill,5)=4

Determina uma expressao analitica para a funcao f,
do tipo atg (bx+c¢)+d,com b>0 e c€[0,n[,
que seja compativel com o grafico apresentado.

m Em Lisboa, o tempo que decorre do nascer ao
por-do-sol, no dia de ordem 7 de cada ano, é dado,
em horas, aproximadamente por:

fln) =12,2 + 2,64 sen (0,0177 + 4,893)

Por exemplo, no dia 5 de fevereiro, trigésimo sexto
dia do ano, o tempo que decorre do nascer ao por-
-do-sol é f(36) = 10,35 (horas).

PROFESSOR 58.a)18 h 7 min
Solucdes b) 61
57.—2tg (%X+%> +2

a) No dia 13 de fevereiro, o Sol nasce as sete e meia
da manha. A que horas ocorre o por-do-sol?
Apresenta o resultado em horas e minutos
(minutos arredondados as unidades).

b) Em alguns dias do ano, o tempo que decorre do
nascer ao por-do-sol é superior a 14,5 horas. Em
quantos dias é que tal acontece?

m A profundidade da dgua do mar, a entrada de

um porto de abrigo, varia com a maré.

Num certo dia, ocorreu uma maré baixa as 5 horas
da manha3, sendo a profundidade da dgua do mar,
a essa hora, de 4,3 metros.

Seis horas depois, ocorreu uma maré alta, sendo
entdo a profundidade da dgua do mar de 7,9 metros.

Admite que a profundidade da dgua do mar, a entra-
da desse porto de abrigo é bem modelada por uma
funcdo definida por uma expressao do tipo:

acos(bt+c)+d,com a>0, b>0 e cE€[0,2n]

A varidvel ¢ designa o tempo, medido em horas,
decorrido desde as 0 horas desse dia.

a) Determina os valoresde a, b, ¢ e d adequa-
dos ao modelo.

b) Eram sete horas da manha desse dia quando um
barco, vindo da faina da pesca, chegou as proxi-
midades do porto. Para navegar com seguranga,
esse barco precisa que a profundidade da agua
seja, no minimo, de 6 metros. Quanto tempo preci-
sou de esperar para entrar no porto em seguranga?
Apresenta o resultado em minutos, arredondado
as unidades.

59.a)a=18; b="1;

- 6
c=g d=61

b) 54 minutos

la lei de Newton

Capitulo 3 | Osciladores harméni ea
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E Considera que um ponto P se desloca numa
reta numérica, de tal forma que a sua abcissa, ¢ se-
gundos apds um certo instante inicial, é dada por:

x(£) = 8 cos <%t + 23—”> . com £ € [0, 60]

a) No instante inicial, qual é a abcissa do ponto P ?

b) Qual é a maior e qual é a menor abcissa que o
ponto P pode ter?

c) Indica a amplitude, a pulsagao, a fase, o periodo
e a frequéncia deste oscilador harmonico.

a) Prova que:
M sen (Bt) + Ncos (Bt) = VM?* + N? cos (Bt + C)

onde C é tal que:

cos C=L e senCz—L
VM + N? M? + N?

Sugestio:

Tem em consideragao que Msen (Bt) + Ncos(Bt) =

_ VM AN (3 oen (Br) + Neos (B1)]

VM + N?

b) Escreve cada uma das expressdes seguintes na
forma Acos (ot +0¢) ,onde A>0, >0 e
o € [0, 2x[ , recorrendo a igualdade da alinea
anterior.

b,) 3sen (2¢) + 3 cos (2¢)

b,) sen (mt) — cos (mz)

PROFESSOR

Solucdes
60.a) 4
b) Maior abcissa: 8

61.by) V18 sen <2t+%> -

=V18 cos <2t+7—n>
4

bz)\[Zsen (nt—%) =

Menor abcissa: —8
¢) Amplitude: 8

Pulsagao: =V2cos (nt+5l
Fase: 2n :n
Periodo: 12 b) 4sen <3nt+?> _
Frequéncia:é o <3nt+%ﬂ

Temas | Trig faeF
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b,) —2sen (3mz) — V12 cos (3mt)
b,) —V48sent + 4 cost

b.) 3sen(8¢) + 4 cos(8t) (apresenta o valor de ¢
arredondado as centésimas)

m Um ponto material P de massa 4 g, colocado na
extremidade de uma mola, desloca-se numa reta
numérica, orientada da esquerda para a direita e onde
uma unidade corresponde a 1 cm. Admite que a ori-
gem desta reta numérica coincide com o ponto de
equilibrio. A forca exercida pela mola é proporcional
a distancia a que o ponto P se encontra do ponto de
equilibrio, sendo, neste caso, a constante de propor-
cionalidade igual a 36 (na unidade fisica correspon-
dente as unidades de massa, comprimento e tempo
consideradas).

Num certo instante, inicia-se a contagem do tempo
(o tempo é medido em segundos).

Seja x(#) a abcissa do ponto P no instante ¢ .

a) Traduz esta situacao por uma equacao diferen-
cial, da forma x"(z) = —ox(z) .

b) No instante 0, a mola esta a contrair-se, o ponto P
encontra-se 4 centimetros a esquerda do ponto
de equilibrio e 0 mddulo da sua velocidade, nes-
se instante, € 9 cm/s.

Determina x(z) .

Apresenta o valor da fase arredondado as décimas.

62.a) x "(t)=—9x(t)

b,) 8sen <t+%"> -
b) x(t)=5cos (3t+2,5)

=8cos <t+£>
3

bs) 5sen (8t+0,93) =
=BETS (8t+ 5,64)



+Exercicios propostos

Itens de escolha miiltipla

Férmulas trigonométricas

E Na figura estdo representados a circunfe- y
réncia trigonométrica e o retangulo [OABC] .
O ponto A tem coordenadas (1,0).Seja o a
amplitude do angulo orientado de sentido negativo,

A 4

cujo lado origem é a semirreta OA e cujo lado RN

extremidade é a semirreta OB <0L S ]—E 0 ) c 5

2 bl
Qual das expressoes seguintes da o perimetro do
retingulo [OABC] em fungao de o ?

(A) 2(1-tga) (8) 2(1 +tga)

(€) 2(coso.—sena) (D) 2(coso + senal)

m Na figura esta representada a circunferéncia y
trigonométrica. Sabe-se que:

¢ os diametros [AC] e [BD] sio perpendi- P

culares; \

* o ponto P pertence ao arco BC; C Y Ax

* [PO] € um didmetro da circunferéncia;

R Q
*oponto R pertencea [OD] e étal que [RQO]

é paralelo a [AC] . b

Seja o a amplitude do dngulo orientado de sentido positivo, cujo lado origem é

2+))

Qual das expressdes seguintes d4 a area do tridngulo [POR| em fun¢do de o ?

a semirreta OA e cujo lado extremidade € a semirreta OP ((x €

1 1 s
(A) Esen (2.(1,) (B) Esen(ZOc + E)

1 1 3n
(€) sen o +m) (D) Esen(Zoc 5 )

E Seja f a fung¢io, de dominio IR, definida por f(x)=sen (%) cos <1x_0) .

Qual das expressdes seguintes também define a funcio f?
1 x x 1 x X
(A) Esen<ﬁ> (B) 2 sen<%> (c) zsen<§> (D) 2 sen<§>

m Seja f a fungdo definida por f(x)=1- (cos(50x)— sen(SOx))2 . Qual das
expressoes seguintes também define a fungao f?

(A) sen(100x) (B) sen(25x) (€) 1—-cos(100x) (D) 1—cos(25x)

NOTA

Sempre que ndo é dito algo em
contrério, sdo considerados angu-
los generalizados e as suas am-
plitudes sao medidas em radianos.
Usaremos frequentemente a mes-
ma designagao para nos referir-
mos a um angulo e a sua ampli-
tude, quando desta simplificagao
nao resultar ambiguidade.

2) AULADIGITAL

= Resolugao
Exercicios de
«+ Exercicios
propostos»

@ Simulador
Geogebra: Exercicio 3

Geogebra: Exercicio 4

PROFESSOR
Solugdes

Tema5s | Trig
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Limites e derivadas de func6es trigonométricas

T . T
m Qual € o limite da sucessao de termo geral u,=tg <— - e”) ?

2
(A) —oo (B) +oo () 0 () 1
logi(x+2)
m Qual é o valor de lim —*——?
x>0t Senx

(A) —o0 (B) O (c) 1 (D) +o0

, ) sen (e~)
m Qual é o valor de 91{131700 P ?
(A) 0 (B) 0,1 (c) 0,2 (p) 0,5

Qual das afirmagoes seguintes é verdadeira?

: n : n
(A) lim ¥2X_9 (8) lim ¥2X_1q
x—+00  e¥ x—to0 ¥
: n ~ : : n
(€) lim X -, (D) Nio existe lim X
x—4o0 e~ x—40 e~
m Qual das afirmacdes seguintes é verdadeira?
(a) lim ¥2*_9 (8) lim 338X _1q
x—+0 €% x—tc0 X
: n ~ T n
(€) lim ¥2X_.io (D) Nio existe lim 32X
x—+0 7% x—tco @7

Sejam a e b ntimeros reais tais que ab#0 e lal #|b] .

Qual é o valor de lim sen (ax +a)

3
x—-1 bx+b

a b

(n) 0 (8) 1 (©) b (D) P
PROFESSOR Seja k um nimero real diferente de 0 e seja f a fungdo, de dominio R\{0} ,
Solugges definida por:
61. ) ez};_ 1 se x<0
oe. flx) = senaacc
69.(C) I se x>0
70. (A) , . .

Qual é o valor de k para o qual existe llrnof(x) ?
71.) -
72.(C) (R) % (&) 1 (c) 2 (D) 4
73.(0)
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sen (a—x)
m Seja g a fungdo definida em R por g(x)={ x—4 se x#4 ,ER
k se x=a

Qual é o valor de k para o qual a fungdo g é continua em a ?

(A) 0 (B) -1 () 1 (p) &

m Seja f a fungdo, de dominio IR, definida por:

)= cos<32—n - x)

x
a+2 se x=0

se xz0

Qual é o valor de a para o qual a fungdo f é continua?

(A) m—2 (8) -3 (c) -1 (0) —mt-2

m Seja f(x) =

. T
de abcissa ‘-

Qual é o declive da reta 7 ?

e seja r a reta tangente ao grafico da fung¢do f no ponto

(A) —i (8) -2V3 (©) i (0) 2V3

m Seja f a fungio definida em ]O,E por flx)=—— .

2 tg x
-1
Qual é o valor de lim — ?
=i x-%
T T T T
(A) 1—Z (B) 1—5 (C) 1+Z (D) 1+5
m Se f(x)=sen(2x),entdo lim flx+h) :
h—0 X
(A) €n. (B) él. (C) € 2. (D) nao existe. PROFESSOR
Solugﬁe
4.(B)
m Para qual das funcoes se tem Vx € ]%’ n[ ,h'(x)>02? 5.(B)
76. (B)
(A) h(x)=senx+cosx (B) h(x)=senx —cosx 7.8
(€) h(x)=cosx —senx (D) h(x)=-—senx—cosx 78.(C)
)

9.0
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m Seja f a fung¢do, de dominio ]O, g[ , definida por f(x)=In(senx).

Qual das expressoes seguintes € igual a f'(x) ?

1 (B) 1 (¢) In(cosx) (D) 1
senx cosx tg x

(A)

m Seja [ a fungdo definida por f{x)=tgx . Qual dos pontos seguintes pertence
a reta tangente ao grafico da fun¢ao no ponto de abcissa % ?

(A) A(0,0) (B) B<O,—%> (©) C(—%,—n) (D) D(—%,l—n)

m Considera a fun¢ao [ definida por f{x)=senx . Qual das equagoes seguintes
define uma reta tangente ao grafico de f?

(A) y=2 (B) y=2x (€) y=V2x (D) y=x

E Quantos pontos de inflexdo tem o grafico da fungao [ definida por
f(x)=sen(2x) no intervalo ]0, 15x[ ?

(A) 29 (8) 30 (c) 31 (D) 32

m Seja f a fungdo, de dominio IR, definida por f(x)= sen<2x3+ n) .

Qual é o periodo fundamental da fun¢do f?

oK & & ©) 2n (©) 3n

2 —sen (50x) cos (50x)
7 .

m Seja f a funcdo, de dominio R, definida por f(x)=

Qual é o contradominio da fungao f?

(A) [g, —3\2/2 (B) [4 -2V2,6- 3\/21
(© [—5 v, —Sf] (0) [—3 V2 3V2 }?]
PROFESSOR
Solucdes
80.(D) m Seja g a funcio, de dominio —g, %] , definida por g(x)= sen(%+§> .
81.(0) Qual é o contradominio da fungao g?
82. (D)
83. (A) (A) [-1,1] (B) [—§+ 1, §+ 1]
84.(D) \/5 \/5 \/5
85.0) © [‘7’ 7] ©) [7’ 1]
86. (D)
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Seja b a fungido, de dominio

%, 23_11:] , definida por h(x)=cos?x .
O contradominio da fungao b é:
1 1 11 1
(A) [0, 2 (B) [0, 4] (©) [4> 2] (D) [4> 1]

Osciladores harmoénicos e a segunda lei de Newton

Seja x(t 2cos<m‘+3

A amplitude, a pulsacdo e a frequéncia desse oscilador sao, respetivamente:

(A)2,2c¢x. @ 2,mel. (€ 4,2¢2.

2 2

) um oscilador harménico.
(D) 4, Te 2.

m Seja x um oscilador harménico. A amplitude, a fase e a frequéncia de x
sdo, respetivamente lz.1
’ 272 47

Qual das expressoes seguintes é uma expressao de x(z) ?

Tt 1 T+ T
(A) cos(2 +2> (B) zcos< 2 )
(©) —cos(i ;) (D) cos(Tr'tZJ)

m Qual é a frequéncia de um oscilador harménico cuja pulsagio é iguala w?

1 1 2
(A) B (8) 2 ©) P (D) P

Itens de construciao

Férmulas trigonométricas

m Resolve, em IR, as equacdes seguintes.

a) cosZ cosx — SE0X 1
6 2
b) cosx — sen§+2 =0

c) sen(4x)=2sen(2x)

m Determina cos(4x) , sabendo que sen (x + ) sen<3x + g) +sen (3x) cosx =% .

m Seja [ a fungdo definida por f(x)=tgx +é€

a) Determina o dominio de f.

2

b) Prova que Vx € Dy, f(x) :sesz) .

c) Determina o conjunto das solucdes da condigdo |f(x)| <4 que pertencem ao
intervalo [0, 7] .

PROFESSOR
Solucdes

91.a)x:%n+2kn,k€Z
b) x=1+ 4kn, kE Z

c)x:%n,kez

92. 1
9

93.a)
D= IR\{XEIR <EIkEZ x_k”>}

¢)CS.= 1575[ ]77: 13
1212 1212
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PROFESSOR

Solucdes
94.b) 9+ 4\/5
20

95.¢) 2n

Este limite é o perimetro do circulo
de raio 1, que é o limite da sucessao
dos perimetros dos poligonos regu-
lares inscritos numa circunferéncia
de raio 1, quando o nimero de lados
tende para +oo .

1
96.a)—— b)1
a) g )

NS

c)-1 d)

48 Tema5 | Trig jae

m Na figura estdo representadas, em referencial o.n. xOy , a circunferéncia
trigonométrica e a reta de equagao x=1.

V'S

y 1 0

(x/ :
C O /1x
et

Considera que um ponto P se desloca sobre a circunferéncia, no terceiro qua-

drante.
Para cada posi¢do do ponto P, seja:

o€ ] T, 32_7t[ a amplitude do angulo orientado de sentido positivo que tem por
lado origem o semieixo positivo Ox e por lado extremidade a semirreta OP ;

* O o ponto de interse¢ao da reta OP com a reta de equagdo x=1;

* R o ponto da reta de equacdo x=1 que tem ordenada igual a do ponto P ;

* flo) adrea do tridngulo [POR] .

2tgo—4seno+ 20
a) Mostra que f(o) = 5 send + sen (2¢)

4
3n _4 .
b) Para um certo x € [T, > tem-se tg(2x) =3 Determina f(x) .
Limites e derivadas de funcoes trigonométricas
E A figura representa um tridingulo [ABC], em que BA =BC. B

Seja o a amplitude, em radianos, do angulo ABC.

a) Mostra que o comprimento do lado [AC] pode ser dado
por 2AB sen % . A C
b) Considera agora um poligono regular de 7 lados, inscrito numa circunferén-

cia de raio 1. Usa o resultado da alinea anterior para provar que o perimetro

do poligono é dado por p,, =2n sen % .

c) Determina e interpreta o valor de lim p,, .

n—>+0o

m Determina:

. sen(x +2 . senx __
2 lim Snx+2) b) lim £ =1
x—2 X2+x-—2 x—0 x
. tgx . _
¢ lim g d) lim senx — CoSXx
x—nT TT—X x—»E 4x -7

étricas




m Seja f a funcdo, de dominio IR\{0} , definida por:
1-v1l-x

) e se x<0 o
X)= D
1 —cos(ax)
— se x>0

Determina os valores de a para os quais existe lim f(x) .

x—0

m Na figura esta representada, em referencial o.n. xOy , a circunferéncia tri-
gonométrica, bem como a reta r, de equagio x = % , que interseta o eixo Ox
no ponto R . Estio também representados os pontos A(0,1) e B(-1,0).

Considera que o ponto P se desloca ao longo do arco AB , nunca coincidindo
com o ponto B.

N

yA
A
/ [
» o PROFESSOR
O

@ Solucoes
1

_ _
R 2 97.a——§ ou 3_5

98.h) f<§> =1
2] 2

quando x:g, o ponto P coincide

B

comoponto A e o quadrilatero

Para cada posi¢do do ponto P, seja: TR S FERi o B ey

: 1 :
* O o ponto da reta 7 cuja ordenada é igual a ordenada do ponto P ; uete ) ealiE grete

. . o . .. . . , 2
* o a amplitude, em radianos, do Angulo orientado positivamente, cujo lado origem é c) gn
o semieixo positivo Ox e cujo lado extremidade é a semirreta OP <0L € g T D, 99.a) f é crescente em
* flo) a area do quadrilatero [OPQR] . ]_m_h] em [_E‘E aET
3
2seno — sen (2o
a) Mostra que f(a) = ) (20) . 2n i
3
b) Determina f (%) e interpreta geometricamente o valor obtido. e e [_ 2_“ _%}
c) Determina o valor de o para o qual a drea do quadrilitero [OPQOR] é B aE [E, Z_E} ;
maxima.
< 2n> \/§ as
fl-——)]=—-—¢
3 2 3
m Considera a fun¢do [, de dominio IR, definida por f(x)=sen(2x)+x . f<E> :ﬁJr W
3 2 3
a) Estuda, quanto a monotonia e quanto existéncia de extremos relativos, a res- SA0 maximos relativos e
tricio da fun¢do f ao intervalo |-m, | . f< n) V3 n
flx) 3/ 2 3

b) Calcula lim —=.
=0 X f<2_>£2_

c) Mostra que,se a+b=m,também f(a)+f(b)=7. 3 7 '3
sao minimos relativos.
b) 3

T
eque € [E,n] . d)—\/%

d) Seja h(x)=f(x)—x . Calcula o valor exato de h(8),sabendo que cos(46)=

D=

Temas | Trig iae Tri étricas 49



PROFESSOR

Solucdes
100. a) 107 149,52 euros

b) £ 0 segmento de reta [FC].

d)cosx:§
S

101.D}= [1,e-1]

103.a) f(r) =0
b) y=2x— 2

50 Temas | Trig

m Pretende-se ligar uma fabrica F a uma central de tratamento de residuos C,
por meio de uma conduta, conforme se apresenta na figura.

1é >
1€ 14

4 km

Muro

* A conduta deve seguir ao longo de um muro, até um certo ponto B, e dai deve
seguir em linha reta até a central de tratamento.

* Designou-se por A o ponto do muro mais proximo da central de tratamento.

* A distancia da fibrica ao ponto A é 4 km, e a distancia deste ponto a central
¢ 2 km.

* Designou-se por x a amplitude do Angulo ABC.

O prego de colocagio da conduta é:
* quinze mil euros por quilémetro, ao longo do muro;

* vinte e cinco mil euros por quilémetro, do muro a central de tratamento.

a) Determina o preco da coloca¢io da conduta se cos (FIAS’C) -6 .

7
b) Identifica a forma da conduta se x =arctg (%) .

c) Mostra que o preco de colocagiao da conduta, em milhares de euros, é dado,

~ _ 50-30cosx I\ =
em funcdo de x , por C(x)—60+—senx , xE [arctg<2>, > [

d) Determina o valor de cosx para o qual o pre¢o de colocagio da conduta
€ minimo.

m Considera a fun¢io f, de dominio [0, 27| , definida por f(x)=¢*"* - senx .

Determina, por processos analiticos, o contradominio de f.

m Seja f a funcdo definida por f(x)=senx+2x+ 1. Mostra, sem recorrer a
calculadora, que f tem um unico zero e que esse zero pertence ao intervalo

]—%,o[.

@ Seja [ a fungdo, de dominio IR, definida por f(x)=senx+x .

a) Determina f'(r) , recorrendo a defini¢do de derivada de uma funcio num
ponto.

b) Escreve a equacdo reduzida da reta tangente ao grafico de f no ponto de
abcissa x=2m.

rig étricas



c) No referencial seguinte estdo representadas parte y
do gréifico da fun¢io [ e parte da reta r de r
equagdo y=x.0O ponto A pertence a reta r e L
ao grafico de f.

Considera que um ponto P se desloca sobre o f Q
grafico de f,entre O e A, ndo coincidindo
nunca com qualquer destes pontos.

A 4

Para cada posicao do ponto P, seja x a sua

abcissa e seja O o ponto da reta r que tem
abcissa igual a de P .

Recorrendo a calculadora, determina o valor de x para o qual a drea do
triangulo [OPQ] é méaxima.

Apresenta o(s) grafico(s) que utilizaste para responder ao problema, identifica
a(s) funcao(fungoes) representada(s) e assinala os pontos relevantes.

Apresenta o valor pedido arredondado as centésimas.

De uma fungio g, de dominio [T, 7], sabe-se que a sua derivada tem
dominio [-T, 7] e é definida por g'(x)=x+2senx .

— o0 v
a) Determina o valor de lim gx) g(x) tgx) .
x—0

b) Estuda a funcdo g quanto ao sentido das concavidades do seu grafico e
determina as abcissas dos pontos de inflexdo.

m Considera as fun¢oes f e b ,de dominio IR, definidas por f(x) =sen (2x) cosx
e h(x)=senx.

a) Os graficos de f e b intersetam-se numa infinidade de pontos. Determina
uma expressao que represente as abcissas desses pontos.

b) Supondo que h(a +§) =—% e que a€[r,2n] , determina o valor exato
de f(a).
c) Escreve uma equacido da reta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa % .

. ~ .- |m 3m - _ 1+cosx
m Seja f a funcio, de dominio ] 55 [ , definida por flx)=1 e

a) Estuda a fung¢ao quanto a existéncia de assintotas ao seu grafico.
b) Mostra que f tem um maximo e determina-o.

c¢) Determina a area do tridngulo [ABC],sendo A e B os pontos em que
o grafico de f interseta o eixo Ox e C o ponto do grafico de f com

PROFESSOR

Solucoes
103.¢)=2,03

Seja g a funcao de dominio ]U,n[,
definida por g(x)

_XXsenx

o) 1 =~2,03 mx

104.a) 3
b) O grafico tem a concavidade

) n 2n
voltada para cimaem 7??

e tema concavidade voltada para

eem

baixo em [—n, _Z_n

i
— x| .
3
k

lOS.a)x:kn\/x:%+?n, kez

85

27

Vi, Vo v
8

b) fla) =—

C)y=—-—x
) y .

2
106. a) A funcdo é continua, as retas
de equacgoes x:g e x:%n sdo as

lnicas assintotas verticais.
Nao ha assintotas nao verticais.

. Sn b) f(m) =1 é méaximo.
abcissa ra /3
o4 En=2V3r
9
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PROFESSOR

Solucdes
107.a) x=1e y=2x+1
b) A—4,1;1,8)

y =0,1

/

—41

108. 0,266 m

v

Seja f a fungdo, de dominio [-2m, +0o[\{0} , definida por:

a)

b)

m% se —2n<x<0
flx)= 3x+—>— se 0<x<1
In (x)

1—-xe*+2x se x>1

Estuda a fung¢do f quanto a existéncia de assintotas ao seu grafico, por
processos analiticos, sem recorrer a calculadora, e escreve equacoes das assin-
totas que identificares.

Considera o grafico da funcdo [ em referencial o.n. Existe um ponto no

grafico de [, cuja abcissa pertence ao intervalo

—%n,—n[ , onde a reta

tangente ao grafico € paralela a reta de equagao 10y—x=0.

Determina as coordenadas desse ponto, recorrendo a uma calculadora grafica.
Apresenta as coordenadas arredondadas as décimas.

Na tua resposta deves equacionar o problema, apresentar o(s) grafico(s) que
sustenta(m) a tua resposta e identificar a(s) fungao(fungdes) cujo(s) grafico(s)
apresentas.

m O modelo matemdtico que descreve o

salto de um animal é y=x tg0—

onde y € a altura em fung¢io do avango x
na horizontal, 6 é o angulo com a horizon-
tal e v é a velocidade inicial.

Determina a altura maxima atingida por

4,9 x2
v2cos20’

uma ra que salta com velocidade de 4,57 m/s

fazendo 30° com a horizontal.

Apresenta o resultado em metros, arredondado as milésimas.

Adaptado de Luis Madureira, Aplicando a Matemadtica

m Seja f(x)=x2+cosx+x uma funcdo de dominio R.

Por processos analiticos, prova que a fun¢do f' tem apenas um extremo relativo

. T
€ que esse extremo pertence ao intervalo :|—§, 0 [ .
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m Seja [ a fungdo, de dominio ]—g, +oo[ , definida por:

fix) = thx se —§<x<0
In(2e*—x) se x>0
a) Estuda a existéncia de assintotas verticais ao grafico da fungao.
b) Calcula liillr [fix)—x| e interpreta o resultado obtido em termos de assin-
totas ao gréﬁocoo da fun¢io f.

c) Escreve a equacdo reduzida da reta tangente ao grafico da fun¢do f no pon-

. oL
to de abcissa —=

7

m Seja f a fungdo, de dominio |-1, 1], definida por f(x)=x— tg(n_;) .

a) Investiga se existem assintotas ao grafico de f.

b) Estuda a fun¢ao f quanto a monotonia, existéncia de extremos e sentido das
concavidades e pontos de inflexao do seu gréfico.

m Seja [ a restricio ao conjunto |0, n[\{g} da fun¢io b definida por
4
h(x)=

esen(2x) — 1 :
a) Investiga se existem assintotas ao grafico de f.

b) Estuda a fungdo f quanto a monotonia e determina o seu contradominio.

m Seja f a fungdo, de dominio IR, definida por f{x)=senx+cosx .
a) Mostra que 2w é periodo da fungio f.

b) Estuda a restrigio da fungdo ao intervalo [0,27n] quanto & monotonia e
existéncia de extremos e conclui, justificando, qual é o contradominio da
funcao f.

) L . 3n .
c) Seja r a reta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa == . Existe um

ponto, cuja abcissa pertence ao intervalo [-m, 0] , em que a reta tangente ao
grafico de f é perpendicular a reta 7. Determina a abcissa desse ponto.

d) Mostra que o grafico da fun¢ao f tem uma infinidade de pontos de inflexao
cujas abcissas sdo os zeros da fungio.

S

Por processos analiticos, determina, justificando, o contradominio de cada uma

EE Considera as fungd fini S SENX i) o
Considera as fungoes f e g definidas por f(x) 7+ cosx © g(x)

das funcoes.

PROFESSOR

Solucdes
110. a) A reta de equacao x=-L ¢
a Unica assintota vertical.
b) In(2) ; a reta de equacdo
y=x+1In(2) é assintota ao grafico
de f,em +oo.
c)y:16—8nx+8—2n

2 I
111. a) As retas de equagdes x=—1
e x=1 sao as Unicas assintotas ver-
ticais.
b) f é decrescente; o grafico tem
a concavidade voltada para cima
em ]—1, O] e tem a concavidade
voltada para baixo em [0,1[ ;0
ponto de coordenadas (0, 0) é ponto
de inflexao.

112. a) As retas de equagdes x=0,
x=% e X=m Sao as Unicas assin-

totas.

b) h<ﬁ> =% & minimo relativo
4 e—1

e h<3—n> =4 & maximo rela-
4 e'-1

tivo;

D'hz]—oo, 4 ] U i,+oo[.

e'l-1 e—1

113. b) f é crescente em [O, ﬂ

eem [57:5 Zn] e é decrescente

em [E, 5—“] : f<£> =\/§ é ma-
4 4 4

ximo absoluto e f<57n> :—\/E é

minimo absoluto da restricdo de f

aointervalo [O,Zn] .
Dado que 2r é periodo da fungéo f,

0 seu contradominio é [—\/E \/E] .

c_i
) 12

4.0 = [-v/3,v3]

D'y=]-o00,-5] U [5,+o0

Tema5s | Trig
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PROFESSOR

Solucdes
115. O grafico A corresponde a fun-
cdo g e o grafico B corresponde a
func@o f.

1

116. a) f(r)=e * é maximo (abso-
luto).
b) Nao existem assintotas.
_1
c)D'=|0e "]
d)CS.= }“2“ U 4—“3—”[
32

117.a) 129,61 m’

T
b)o=—
) 3
c) 100

Quando o tende para To ponto D

desloca-se para F e o ponto A des-
loca-se para G. Portanto, o trapézio
tende para o quadrado [GBCF], que
é um quadrado de area 100 porque
tem lado 10.

B C

A~I_l I_\fD

54 Temas | Trig iae

m Um dos gréficos seguintes representa a fungéo f definida por f(x)=cos2x

e o outro representa a fung¢io g definida por g(x)=|cosx| .
A [Hath) Rad forni) B [Hath)Rad fornd)
¥y ¥
X X
0 o

Os dois graficos estdo visualizados em «janelas» iguais.
Qual é qual?

Apresenta argumentos que justifiquem a tua escolha, sem recorrer a calculadora.

1

m Seja b a funcdo, de dominio |5 [ definida por h(x)= gheosE

2 2

a) Prova que a fungdo / tem um extremo e caracteriza-o.

b) Investiga se existem assintotas ao grafico da funcao 5 .
c) Determina o contradominio da fungao 5.

d) Determina o conjunto-solu¢do da condi¢io h(x

-

m Considera o trapézio [ABCD] .

Sabe-se que AB=BC=CD=10m.

Seja o a amplitude do angulo ADC , com o€ ] 0, g[ ,eseja A(o) adrea do
trapézio em fun¢io de o .

a) Determina a drea do trapézio para o=1 . Apresenta o resultado em m?,

arredondado as centésimas. Em calculos intermédios conserva, no minimo,
quatro casas decimais.

b) Mostra que A(c)=100seno.+ 50sen(2a) e determina o valor de o para o
qual a 4rea do trapézio é maxima.

c) Determina lim  A(o) e interpreta geometricamente o valor obtido.

(3

d) Mostra que existe uma amphtude o€

6 3 [ para a qual a drea do trapézio

correspondente é 100 m?.
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m De uma fun¢io g, de dominio IR, sabe-se que a sua derivada g' também
tem dominio IR e é definida por g'(x)=2—senx .

-g(x
a) Determina o valor de lim M .
x—1  X—T

b) Estuda o grifico de g quanto ao sentido das concavidades e existéncia de
pontos de inflexdo, no intervalo [0, 27] .

c) Indica, justificando, o valor l6gico da afirmacio:
Va,bER,a>b = gla)>g(b)

d) O grafico de g tem uma infinidade de pontos onde a reta tangente é paralela

a reta de equagio y =4?x .

Utiliza a calculadora para determinar a abcissa do que tem maior abcissa nega-
tiva e explica como procedeste. Apresenta o resultado aproximado as décimas.

m Seja f a fungdo, de dominio |-, n[, definida por f(x)=In(cosx+1).
a) Averigua se o grafico de [ tem assintotas.
b) Determina o contradominio de f.

c) Mostra que o grafico de f ndo tem pontos de inflexdo.

m Considera a fungdo g definida por g(x)=|cosx|+cosx, x € [0, 2x] .
a) Justifica que g é continua.

b) Em que intervalo g é positiva e crescente?

c) Resolve a equagio g(x)=0.

d) Determina o contradominio de g .

e) Esboga o graficode g.

m Na figura estdo representados a circunferéncia 1
trigonométrica e o tridngulo [OPA] . O ponto P B
pertence ao arco BC e o ponto A é o ponto de
abcissa 1 que tem ordenada igual a do ponto P . a

v

Seja o a amplitude, em radianos, do angulo orien- C 0 x
tado positivamente, cujo lado origem € o semieixo
positivo Ox e cujo lado extremidade é a semirreta

OP <a€]g,n[>.

a) Mostra que a area do tridngulo [OPA] ¢é dada, em fun¢do de o, por

sen o sen (20)
2 4

b) Determina a drea do tridingulo que tem a maior area possivel.

c) Determina, sem recorrer a calculadora, o valor exato da area do triangulo
quando a reta OA tem declive 0,6.

PROFESSOR

Solucoes

118.a) 2

b) No intervalo [0, 2rt] , os zeros de
. . T 3n

g" sdo 5 e o que correspondem

a dois pontos de inflexdo;

concavidade voltada para cima em

]E, S e concavidade voltada para

baixo em ]O,E[ eem ]S—E,Zn
2 2

¢) A afirmacgdo traduz que g €
crescente em IR, o que é verdade,
pois VXEIR, g'(x)>0

(recorda que senx€ [-1,1]).

d) x=-39

[EXE]:Show coordinates

N /\\
g
INTSECT

Aw-3,87132031 Nw] X

119. a) As retas de equagdes x=—T
e x=T sdo assintotas verticais.

Nao ha assintotas nao verticais.
b) D', = | -0, In(2)]

120. a) E a soma de duas funcdes
continuas.

b) ] 3 27:]
2
C)XE [E, 3—”]
22

d) 0, = [0,2]
e)

3v3
8

121. b)
¢) 0,54

(ua)
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PROFESSOR

Solucdes
122.a) D=R \{xe R: @ke Z:

x:%+ kr Vv 3kE Z:x:§+ krc)};
zeros: km k€ Z

b) D=R\{xER: @k E Z: x=2kn)} ;
zeros: w4+ 2km, k€ Z

c)D_IR\{XEIR: @kezZ:
x:%nﬂm\/ﬂke Z:x:g+ krt)};

nao existem zeros.

123.
Fun- Periodo
- D' funda- Transformacoes
céo
mental
Translacao de vetor
%, []> , seguida de
g [1, 5] 2r | dilatagéo vertical de
coeficiente 2, seguida
de translacao de vetor
(0.3)
Translacdo de vetor
<—E, U) , seguida de
h| 1| = 3

contracao horizontal
de coeficiente %

Translacdo de vetor
<—§, U) ,seguida de

om contracao horizontal
] 3| decoeficiente 1 e

N | —

i
|
N | —

guida de contrac@o ver-

tical de coeficiente %

Dilatacdo horizontal de
coeficiente 2, seguida
de dilatacao vertical de
s [—1, 3] 41 | coeficiente 2, seguida
de reflexao de eixo Ox,
seguida de translacao
de vetor (0,1)

124. a) Por exemplo, a=4, b=3 e
C=T.

b,)x:igmn,kez
b,) O menor é _9971; € 0 maior é %n

125.a) a— b=3 A a— bcos(3m) =13
b) 9 h 43 min

126. b) 12 horas

¢) A embarcacao pode ter entrado
no porto entre as 4 horas e as
8 horas ou entre as 16 horas e as
20 horas.

m Determina o dominio e uma expressao dos zeros, caso existam, da funcdo [
definida em IR por:

W) o) =7 x b) flo) =222 — o o) =1 iax

E Sejam g, b, r e s as funcoes definidas por g(x)=2sen<x—%>+3 ’
T
sen<3x+§>

s T(¥) = ——5——

h(x)zsen<2x+E 5 e s(x)=1 —2sen<£> .

3 2

Indica, para cada uma delas, o contradominio e o periodo fundamental e explica
como se pode obter o respetivo grafico a partir do grifico da funcdo seno.

m Considera a fungao b definida em IR por h(x)=a+ bcos (cx) .

a) Indica valores para a, b e ¢ de modo que a fun¢do b tenha contradomi-
nio [1,7] e periodo 2.

b) Seja a=1, b=2 e c=2.

b,) Resolve a equacao h(x)=0.

11

b,) Determina o maior e o menor zero de /' no intervalo |-350m, ?n .

@ O numero de pessoas na fila do Oceanario, num certo dia, pode ser dado,
aproximadamente, em dezenas, por:

- It
N(t)=a bcos20

sendo ¢t o tempo, em minutos, a partir das 9 h 30 min (a, b € R").

a) Sabendo que as 10 h 30 min estavam 130 pessoas na fila e que 0 nimero mini-
mo de pessoas na fila é 30, mostra que a=8 e b=35.

b) Determina a que horas a fila atinge pela primeira vez 105 pessoas.

Apresenta a resposta com os minutos arredondados as unidades.

@ A profundidade da dgua do mar a entrada de um porto de abrigo é dada,

em metros, as ¢ horas de certo dia, por h(t)=9 —2cos<n—t> . Responde aos

6

itens seguintes sem recorrer a calculadora.
a) Mostra que a primeira maré baixa desse dia ocorreu as zero horas.
b) Quanto tempo decorreu entre duas marés baixas?

¢) Uma determinada embarcacdo s6 pode entrar neste porto se a profundidade
da dgua for pelo menos 10 metros. Determina entre que horas deste dia é que
a embarcacdo pode ter entrado no porto.

étricas
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Osciladores harmémicos e a segunda lei de Newton

Uma roda gigante de um parque de diversdes tem 10 metros de diametro.
Quando a roda comecga a girar, a Marta estd sentada na cadeira com o nimero 1,
que se encontra a 8 metros do solo. A roda demora 2 minutos a dar uma volta
completa.

A distancia da cadeira da Marta ao solo, # minutos depois de se iniciar 0 movi-
mento, é dada por uma fun¢io definida por uma expressio do tipo asen(bt+c)+d,
com a>0, b>0 e c€[0,2n].

Determina valores para a, b, ¢ e d de modo que a expressdo asen(bt+c)+d
modele a situacao descrita.

E Observa o grafico seguinte que representa o nivel que a dgua atinge num
porto entre as 0 horas de um dia e as 0 horas e 36 minutos do dia seguinte.

10 12 14 16 18 20 22 24 x

o
o
>4
N
©

A 4

Obtém valores para a, b, ¢ e d de modo que a func¢io definida por
flx)=asen (bx+c)+d seja compativel com o grafico apresentado. Podes usar
valores aproximados.

Sugestdao: comega por considerar o referencial de eixos paralelos ao referencial da figura

com origem no ponto de coordenadas (8,8;4) .

PROFESSOR
Solucdes
127. Por exemplo: a=5, b=,
c=Zeg=3.
2

128. Por exemplo: a=2, b=0,5,
c=44ed=4.

Tema5s | Trig
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PROFESSOR

Solucdes
129. f(x) = cos<x+§> +1

g(X)=2cos (x+m) + 1

h(x):lcos<2x+ 3—n>
2 2

9 X 3TE>
x)=cos|{ =+— | +2
et (2 2

130.a) 14 h 18 min
b) 8 horas

¢) Ocorre as 13 h e 27 min (aproxima-

damente).

[EXE]:Show coordinates
V1% 7

58 Temas | Trig jae

E Os graficos seguintes representam fungdes que podem ser definidas por
expressoes do tipo:

acos(bx+c)+d,com a>0, b>0 e c€[0,2n]

Determina uma expressao deste tipo que seja adequada a cada uma das fungoes
representadas.

[ [B EDRdfem] (29 g [B GDRkdfm] @9

NA TN L 1 :

o x v ¥%/ ——

b [B  HDrdtemd ! [B HatiRsdfornd
1

m Admite que num certo dia de verdo, na praia de Santa Cruz, a temperatura

do ar e a temperatura da dgua do mar, as ¢ horas desse dia, sio dadas, em graus

Celsius (°C), respetivamente por:

n(t - 8.,3)
12

nt—17,6)

A(t) =20 + 8sen B

M(t) =10 + 2cos

a) Indica em que altura do dia, horas e minutos, a temperatura do ar atingiu
o valor maximo.

b) Determina durante quanto tempo a agua do mar esteve, nesse dia, a uma
temperatura superior a 11 °C.

c) Recorrendo as capacidades graficas da tua calculadora, determina o instante
em que foi mdxima a diferenca entre a temperatura do ar e a temperatura da
agua, nesse dia, na praia de Santa Cruz. Apresenta o resultado em horas e
minutos (minutos arredondados as unidades).

Explica como procedeste. Na tua explicagao deves incluir o(s) grafico(s)
obtido(s) na calculadora e assinalar as coordenadas de algum(alguns) pon-
to(s) relevante(s) (apresenta essas coordenadas arredondadas as centésimas).

m A posigao, em relacdo a origem, de um corpo movel sobre um eixo é dada por:
S(¢) = msen (kt) + ncos (kt)
onde m , n, k sio constantes nio nulas.

Mostra que a aceleragio do movimento (S") é diretamente proporcional a S .
Qual € a constante de proporcionalidade?
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m Uma bola suspensa de uma mola oscila verticalmente.

If(t)

Admite que a distancia (em cm) da bola ao solo, ¢ segundos apds um certo ins-
tante inicial, é dada por uma funcio da familia:

flty=a+ be*o’“cos(n?t> , tE€[0,+00[

Na figura abaixo esta parte da representagdo grafica da funcdo f.

A reta de equagiao y =12 ¢é assintota horizontal ao grafico da fungao f.

Sabe-se também que:
fl)=12=t=15+3k, kEN,

Determina valores para a, b e c.

E No movimento de um ponto sobre um eixo, a abcissa & do ponto varia,
em fungdo do tempo ¢, de acordo com a equacio:

8(t)=cost-\3sent, tE€ [0, 2n[

a) Mostra que 8(t)=—2sen<t—g> .

b) Determina a maior distancia a que o ponto esta da origem.

c) Indica o contradominio de 6.

m Um ponto P desloca-se numa reta numérica no intervalo de tempo

4
1=[0,4] (sendo o tempo medido em segundos). A expressio 4cos <7nt) di a

PROFESSOR
abcissa do ponto P, em fungdo de #€ I . Trata-se, portanto, de um oscilador Solucdes
harmonico.
132.a=12, b=6e c=3.
a) Determina a abcissa do ponto P no instante em que termina o movimento. 133.h)2
b) Quantas vezes é que o ponto P atinge a distincia maxima a origem durante ¢)[-2.2]
0 movimento? 134.a)-2
b) Seis
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PROFESSOR
Solucdes
135.2)2/3

b) 0,44 s; 0 ponto P inverte, pela
primeira vez, o sentido em que se

desloca.

136. a) Amplitude: 0,5;
periodo: 1;

pulsacgdo: 2;

fase: 3—”.

b) (1) = 0.5 cos(2nt+37n>

¢) Osinstantes sd00,255,1,25s,
225s5e3,25s.

137.a) x(t) = ﬁcos<%+%>

b) "=

60 Temas | Trig

@ Um ponto P desloca-se numa reta numérica no intervalo de tempo
1=[0, 8] (sendo o tempo medido em segundos). A expressio 4cos<mt+§) ,
com ®>0,da a abcissa do ponto P, em funcido de ¢t €I . Trata-se, portanto,
de um oscilador harménico.

Sabe-se que a frequéncia do oscilador é % .

a) Determina a abcissa do ponto P decorrido 1 segundo.

b) Determina o primeiro instante em que a velocidade é nula e explica o que
acontece nesse instante. Apresenta o resultado arredondado as centésimas.

@ Considera um oscilador harmoénico tal que a abcissa de um ponto P que
se desloca numa reta numérica no intervalo de tempo I=[0,4] (sendo o tempo
medido em segundos) é dada por x(¢) . A representacdo grafica de x no inter-
valo [0, 4] é a seguinte:

0,4+

0,2+

-0,2+

-0,44

a) Determina a amplitude A , o periodo T,a pulsagio o e a fase ¢ € [0, 2n|
deste oscilador.

b) Escreve x(t) na forma Acos(wt+@).

c) Sem recorrer a calculadora, determina os instantes em que o ponto P passa
na posi¢do em que se encontra decorrido 1 minuto e 15 segundos, a partir do
instante inicial.

Um ponto P move-se no eixo das abcissas de forma que a sua abcissa, no

instante ¢ (em segundos) é dada por x(t)= sen(%t) + cos (% t) .

a) Mostra que este sistema € um oscilador harménico.

b) Determina o valor real de k tal que x"(t) =—kx() .
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m Um cubo encontra-se em movimento oscilatorio provocado pela forga elds-
tica de uma mola.

A figura esquematiza esta situacdo. Nesta figura, os pontos O e A sido pontos
fixos. O ponto P representa o centro do cubo e desloca-se sobre a semirreta OA .

Admite que nio existe qualquer resisténcia a0 movimento.

Sabe-se que a distancia, em metros, do ponto P ao ponto O ¢é dada por:

1.1 T
dit)=1 +zsen<nt+ 6)

A variavel ¢ designa o tempo, medido em segundos, que decorre desde o instante
em que foi iniciada a contagem do tempo (r€ [0, +ool).

Resolve os itens seguintes sem recorrer a calculadora.
a) Determina o primeiro instante em que o ponto P esteve mais perto da origem.

b) Indica, justificando, o valor logico da seguinte afirmagdo: «Durante o primeiro
segundo, o ponto P esteve sempre a afastar-se da origem.»

c) Determina b€ IR de modo que a fungdo / definida por h(t) =d(t) + b seja
solucdo da equagao diferencial f"=-m2f.

@ Considera, num referencial ortonormado xOy , a circunferéncia de equa-
¢io x2+y2=9.

Admite que um ponto P, partindo do ponto de coordenadas (0, 3) , se desloca
sobre essa circunferéncia, em sentido anti-hordrio, percorrendo arcos iguais em
T 5w
32
angulo generalizado cujo lado origem é o semieixo positivo Ox e cujo lado

intervalos de tempo iguais. Para cada posicdo do ponto P ,seja 6 € [

extremidade é a semirreta OP .

Admite que, em cada segundo, o ponto P percorre um arco de amplitude I

12°
a) Determina uma expressao que represente a abcissa do ponto P em funcao
de 0.

b) Determina a abcissa do ponto P, 8 segundos depois de se iniciar o movimento.

c) Exprime 6 em funcao de ¢, sendo ¢ o tempo, dado em segundos, que
decorre depois de o ponto P iniciar 0 seu movimento.

d) Determina uma expressio x(f) que represente a abcissa do ponto P em
fungao de ¢ e verifica que x € um oscilador harmoénico. Indica a amplitude,
a pulsacgio, o periodo e a fase do oscilador.

PROFESSOR
Solucdes
138.a) t=2
3
b) A afirmacdo € falsa porque a fun-

cao é crescente em [U]E] mas é

decrescente em []gl] . Portanto,

durante o primeiro segundo, 0 ponto
P sé se afasta da origem no pri-
meiro terco de segundo.

c)b=-1

139.a) 3cos6

b) 3(:057—75:—ﬂ
6 2

c)o="+% te [0, 24]
12 2

nt w
d =3 —+—
) x(t) COS<]2+2>

e esta expressdo é da forma
Acos(wt+¢) com A>0, >0 e

o E [0, 21t[;
Amplitude: 3; pulsagao: x.
periodo: 24; fase: %
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PROFESSOR
Solucdes
140. a) Nos instantes 2s,6se8s.

c) d(t)=X(l‘)—3=2L:os<n—t+5_n>
3 &
d) Amplitude: 2; pulsacao: g;

fase: 5?“; periodo: 6; frequéncia: é

y 3m N

m Um ponto material P estd colo- * ¥
cado na extremidade de uma mola, P

cuja outra extremidade se encontra (1) I

fixa. Como resultado da forca exercida
pela mola, o ponto P desloca-se sobre Ponto de equilibrio
uma reta numérica, orientada da esquerda para a direita e onde uma unidade
corresponde a 1 metro. Admite que a origem desta reta numérica coincide com
o ponto de fixacdo da mola, o qual se encontra 3 metros a esquerda do ponto de
equilibrio.

Num certo instante, inicia-se a contagem do tempo (medido em segundos).

Seja x(t) a abcissa do ponto P no instante ¢ .

Tem-se x(£)=3+2sen <§t+ g) .

a) No instante em que se inicia a contagem do tempo, o ponto P estd numa
certa posi¢dao. Durante os primeiros dez segundos do movimento, o ponto P
passa por essa posicao mais do que uma vez. Determina os instantes, diferen-
tes do inicial, em que tal acontece.

b) Justifica, recorrendo ao teorema de Bolzano-Cauchy, que hd pelo menos um
instante, entre os trés e os quatro segundos apds o inicio da contagem do
tempo, em que a distancia do ponto P ao ponto O ¢ igual a 1,5 metros.

c) Se a origem da reta numérica coincidisse com o ponto de equilibrio, como
seria a expressao que dd a abcissa do ponto P , em fung¢ao do tempo ¢,
medido em segundos e contado a partir do mesmo instante inicial? Apresenta
a tua resposta na forma Acos(wt+¢),com A>0, ©>0 e ¢ €[0,2n][.

d) Tendo em conta o resultado da alinea anterior, indica a amplitude, a pulsacio,
a fase, o periodo e a frequéncia deste oscilador harménico.

«0s sete mais»
*m Na figura esta representada uma planificagio de uma piramide quadran-

gular regular cujas arestas laterais medem 4.
F

H

Seja o a amplitude em radianos do angulo FBG ((x € ]g, T D .

Mostra que a area total da piramide é dada, em fun¢do de o, por:

32 —32(seno+ coso)
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*m Mostra que Vx €, cos(%) - i\/@ .

*m Seja [ABC] um tridngulo. Designemos os angulos internos cujos vértices
sdo A e B por essas mesmas letras. Sabe-se que o triangulo [ABC] é escaleno,
que os angulos A e B sdo agudos e que:

tgA _sen?A
tgB sen?B

Mostra que o tridngulo [ABC] é retangulo.

*m Mostra que asen (2x) + bcos(2x) =b , sabendo que tgx =% .

*m Sem recorrer a calculadora, mostra que a fun¢ao f definida por
X

flx) =e2cosx

. . 1 .. L.
atinge um extremo relativo em arctg(z e indica se esse extremo é maximo ou
é minimo.

*m A figura 1 representa um deposito de forma cilindrica que contém um certo
volume de liquido e as figuras 2 e 3 representam as sec¢des produzidas no depo-
sito por planos paralelos as bases.

B
Figura 1 Figura 2 Figura 3

Seja x a amplitude em radianos do arco ABC (x €]o, ZTL]).

a) Mostra que a drea ocupada pelo liquido (em m?) nas seccdes produzidas no
depésito por planos paralelos as bases é dada, em fun¢iao de x e do raio, 7,

do depbsito, por:
P P r2(x —senx)

2

b) Admite que r=V2 . Usa a calculadora para determinar a altura que o liquido

a(x)=

. - 2
atinge no depoésito quando a(x)=5 m”. Apresenta o resultado em metros,
aproximado as décimas. Em célculos intermédios conserva pelo menos trés
casas decimais.

* Admitindo que a fungdo arco-tangente é diferenciavel, mostra que

Vx €R, arctg'(x) = e utiliza este resultado para mostrar que:

1+x2

1 =
Vx €R', arctg x + arctg — =~
x , arctg x +arctg =3

in Caderno de Apoio, 12.° ano

PROFESSOR
Solucdes

145. f atinge um maximo relativo

1
em arctg—.
g2

146.b) 2,1 m
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Este tema esta organizado em:

= T .

1. Nocao de primitiva

Sintese

2. Nogao de integral
Sintese
545  Teste 2

Exercicios Propostos




1. Nocao de primitiva

PROFESSOR Funcio cuja derivadaé ...

Gestao curricular

Este tema podera ser considerado facul- Repara que, se f(x) =3x2+S5 entido f(x)=6x.

tativo, a titulo excecional, nos anos leti-

vos 2017/2018 e 2018/2019. De modo abreviado, dizemos que a derivada de 3x2+5 é 6x . De igual
No entanto, chama-se a atencéo para modo, dizemos que a derivada de 1+senx é cosx .

a importancia de trabalhar este tema
também nestes anos letivos de exce-
cdo, sempre que possivel e ainda que 0
tempo apenas permita fazé-lo de forma Sera que consegues descobrir uma fungio cuja derivada seja 2x +4 ?
parcial.

Uma fungdo cuja derivada é 2e2~x € a fungao definida por e2x+3.

NOTA
Embora nao seja correto, € frequente
escrever-se [f(x)]' no lugar de f'(x

" 4 Conceito de primitiva

Seja f a funcdo, de dominio IR, definida por 3x2+4 e seja F a fungao,
de dominio IR, definida por x3+4x+6 .

Tem-se que F'(x) =f(x) .

= Resolugao
Exercicios de «Nogao de
primitiva»

Diz-se que a fun¢ao F é uma primitiva da func¢ao f.

De um modo geral, tem-se:

Seja f uma fungao real definida num intervalo I .

Diz-se que uma funcao F é uma primitiva de / em [ se F é diferenciavel
em [ e, para qualquer x €I, F'(x)=f(x).

Diz-se que f ¢é primitivivel em I quando f admite uma primitiva nesse
intervalo.

Vejamos alguns exemplos:
@ ExempLOS

1. Seja f a fungao, de dominio IR, definida por f(x)=cosx .

As funcdes, de dominio R, definidas por senx, 1+senx e V2 +senx
sdo exemplos de primitivas da fun¢do f pois, para qualquer x € R,

1 ]
sen'x = cosx , (1+senx) =cosx e (V2 +senx) =cosx .
Portanto, f € primitivavel em IR .
continua p
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) continuacdo
2. Seja g a fungao, de dominio IR, definida por g(x)=e*.

As fungoes, de dominio R, definidas por e* e e¥+7 sio exemplos de
primitivas da fungdo g, pois (e¥) =e* e (e +7) =e~.

Portanto, g é primitivavel em IR .

3. Seja b a funcao, de dominio ]0,+oo[ , definida por h(x) =% .

As fungoes, de dominio ]0,+oo[ , definidas por In(x) e 2+In(x) sdo

exemplos de primitivas da fungdo 4 , pois In'(x) =% e 2+In(x)] = % . Bl indica orés primitivas da

funcao f, de dominio IR, defi-

Portanto, b € primitivavel em |0, +oo] . nida por f(x)=3x2.

A Propriedades fundamentais

Propriedade 1

Seja f uma fungao primitivavel num intervalo I .

Se F e G sao duas primitivas de [ nesse intervalo, entio F— G ¢é cons-
tante em I .

Demonstragao RECORDA
Tem-se, para qualquer x €1 :

(F=G)(x)=(F' = G)(x) = F(x) = G (x) = fix) - flx) = 0 entéo f € constante em /.
Portanto, para qualquer x €1, (F-G)'(x)=0.

Logo, F- G é constanteem [.

Propriedade 2

Seja f uma fungao primitivavel num intervalo I .

Se F ¢é uma primitiva de [ nesse intervalo, entdo as primitivas de [, nesse
intervalo, sdo as fung¢oes definidas por F(x)+c¢,c€ER.

Demonstracao

Tendo em conta a propriedade 1,se G é uma primitiva de f,entdo G—F é cons-
tante em [, ou seja, existe um numero real ¢ tal que Vx €I, G(x)—- F(x)=c,
ouseja, Vx €I, G(x)=F(x)+c.

-

Provemos agora que, para qualquer ¢€ IR, a fun¢io definida por F(x)+c¢ é
uma primitiva de f. De facto, tem-se:
Vx €I, [F(x)+c]'=F'(x)+(c)'=flx) +0=f(x) PROFESSOR

Solucdes

Em conclusio, podemos afirmar que as primitivas de / sdo as fungoes definidas L 8 +1: B +2 (por exemplo)

por expressoes da forma F(x)+c,com cE€ER.
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NOTA

* As expressdes Pf e [ f(x) dx de-
signam uma familia de funcdes (a
familia das fungdes que sao primiti-
vas da fungdo f). A razdo de ser da
notacdo [ f(x) dx serd compreendi-
da mais a frente, quando for apre-
sentada a nogao de integral.

ﬂ Seja f a funcdo, de dominio
IR, definida por f(x)=cosx .
Determina a primitiva F , da
fungiao f, tal que:

a) F(m) =2

orfs)=

PROFESSOR

Solucdes
2.a) F{x)=senx+2

V3

b) F(x):senx—T—l

Notacao

Dada uma fun¢do f primitivavel num intervalo I, e sendo F uma primitiva
de f em I,aexpressio F(x)+c,c € R, pode ser representada por Pf ou por

If(x) dx*.

Por exemplo: J4x3 dx=x*+c,cER

Propriedade 3

Seja f uma funcdo primitivavel num intervalo I .
Seja a€1 eseja bER.

Entdo, existe uma unica primitiva F,de f,em I, tal que F(a)=b.

Demonstragao

Tendo em conta a propriedade 2, se G €é uma primitiva de / em I, entdo as
primitivas de [, nesse intervalo, sdo as fungdes F definidas por F(x)= G(x)+c,
c € R . Vem, entio:

Fla)=b< G(a)+c=b< c=b-G(a)

Portanto, existe uma unica primitiva F,de f,em I,tal que F(a)=b,que é a

fun¢ao definida por F(x)=G(x)+b—-G(a) .
@ ExempPLO

Seja f a fungio, de dominio R, definida por flx)=2x+35 .

Uma primitiva de f,em IR, é a funcdo definida por x2+ 5x , pois:
(x24+5x)'=2x+S5

Assim, qualquer primitiva F,de f, é definida por uma expressao da forma

x24+S5x+c,com cER.

Determinemos a primitiva F tal que F(1)=9 . Tem-se:
F1)=91*+5x1+¢c=9<1+5+c=9¢<>c=3

Portanto, a primitiva F, de [, tal que F(1)=9 ¢é a funcdo definida por
Fx)=x2+5x+3.

Propriedade 4

Se [ e g sdo fungbes primitivaveis num intervalo I, entdo f+g também é
uma fungdo primitivivel em [ e a soma de uma primitiva de f com uma
primitiva de g € uma primitiva de f+g .

Demonstracao
Seja F uma primitiva de f e seja G uma primitiva de g.
Entdo, para qualquer x €1, tem-se:

(F+G) (x) = (F'+G') (x) = Flx) + G'(x) = fx) + g(x)

0 que prova que f+g € uma fungio primitivavel em I,sendo F+ G uma pri-
mitivade f+g.
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Propriedade 5
Se f é uma fun¢do primitivdvel num intervalo I e k € uma constante real,
entdao kf € primitivavel em I e o produto de k por uma primitiva de f é
uma primitiva de kf .
Demonstragao
Seja F uma primitiva de f.Entdo, para qualquer x €I, tem-se:
(KF) (x) = kF'(x) = kf(x)

0 que prova que kf é uma funcdo primitivavel em I,sendo kF uma primitiva

de kf.

@ EexempPLO

Dado que (¢¥) = e* e sen'x = cosx , a aplicacdo das propriedades 4 ¢ 5 e a
notacao If(x) dx para uma primitiva de f, permite escrever:
I(Zex —3cosx) dx = ZIex dx — 3Icosx dx=2e*—3senx +c,c €R

A calculo de primitivas

Se atendermos as «regras de derivacdo», obtemos «regras de primitivagio».

Propriedade 1

Se k é uma constante real, entdo Jk dx=kx+c, cER.
Demonstragao
Como (kx)'=k ,vem que, efetivamente, se tem Ik dx=kx+c,cER.

@ ExempLOS

o 1 X O _
Igdx—§+c,c€|R Iﬂ:dx—Tl:x-kc,cElR

'Ildx=x+c,c€|R 'I(—l)dxz—x+c,c€IR

Propriedade 2
Se 0 €R\{-1,0} ,entio [xedx=2"", cER.
Demonstracao
Tem-se, para o € R\ {-1, 0} :
xort \ (1 1)’_ 1 o1 _
(a+1>_(a+1xa+ _oc+1(xw ) —a+1((x+1)xa—xa
| " o _ xo+1 )
pelo que se tem Ix dx OH_1+c,c€|R

NOTA

As propriedades 4 e 5, designadas
conjuntamente por «linearidade da
primitivagdo», sdo normalmente apre-
sentadas como a seguir se indica:

* P(f+g)=Pf+Pg ou
| [fx) +g(x)] dx=
=[fx) dx+ [gx) dx

* P(kf) = kPf ou
J kfta] dx=k [ flx) ox

NOTA

Em vez de Ikdx:kx+c. ceR,
pode escrever-se, com 0 mMesmo
significado, P(k)=kx+c,cE€R.

Em particular, P(1)=x+c¢,cE€R.
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n Determina: Sempre que, nos exemplos e nos exercicios (propostos ou resolvidos), o dominio

das funcdes envolvidas ndo seja um intervalo, subentende-se que estamos a cal-

& I (5%%) dx cular primitivas em intervalos do dominio.
b) [ L dx
0 I{/F dx @ ExempLOS
1 x3
° 2 =2
3 Ix dx 3 +¢,cER
e)_[(xB\/;) dx . Ix“dxz Al tccER
3 n+1 7
f xﬁ;d
)-[7 x 1 x—2+1 x-1 1
'I_zdxzfx’zdx— ==—+c=——+¢,cE€ER
g) [(10x4-3x2+6x - 5) dx X —2+1 T x
1., 3
h 4 52 2
)I( \/_+ \/_>dx I\/—dx Ix dx— _% 2\/—+ 2\§_ ¢ cER
i) _[[x1+x3)]dx 5"'1 5

i [[(1+x)23-2x)] dx 1 7 L 35—
I 'I(xh%?)dx=I<x2x3)dx=Jx3dx=x—+c=3 x10+c,cEIR
k)Ix3+3x2_4x+5dx 10 10
x3 3
1 14 2 5 —
'I?—3dx=jx3_§=Idex=x—+c=5 x19+C,CE|R
Ve 15_9 19

Exercicio resolvicio /" E

Determina:

PROFESSOR
Solucdes a) I(8x3—4x+7) dx b) I [(3 —2x)(1 +x)2] dx
3.Sendo cER: _
endo ¢ o [ [Vx @2 -x)] dx q) [XH2X23 gy
5x x3
a) 7+c .
b)———+¢ Resolugio
5x°
- a)I(8x3—4x+7)dx:8fx3dx—4jxdx+f7dx=
VX :
c) +c 3 4 >
12 =8x——4x—+7x+c=2x4—2x2+7x+c,cElR

d) +c
e)ﬁm b) [ [(3—2x) (1 +x)] dx=[[(3-2x)(1+2x +x2)] dx =
’ = [(3+6x+3x2—2x~4x2~2x3) dx =

f)3\3&+c

3
= ) G A ) e P B A e B

g) 2 - X +3¢ -5x+c : 4 3 2

x4
h)28\7;—3—\[{;+M+C =—7—?+2x2+3x+c c€ER
i)£+£+c ( 1 g) % %
L o [ [Va@-x] dv=[\2x?-x7) dx=2% - %+
- X 3 S
|)3x+2x2—§—3+c = -

i _4vVx3d 2VxS
1.3 4 5 -3 5
K-1-3 4 5 :

) X 20 38 wf - :

+c,c€ER

continua )
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) continuacdo

d) Ix4+§73x_3dx=1(x+2x—2—3x—3) dx =

_X2 Xl gx2 . _x2
=PI T3 e,

Propriedade 3 f e e e e — o .
Seja 0 €IR\{~1,0} e sejam u e u' uma funcio e a sua derivada. : P(U'U")=:a—++ll+C.C€|R X

) , o o (u(x)™"! A
Entao, J[u () ((x))"] dx = p +c,cER.

Demonstragao

Tem-se, para o € IR\ {-1,0} :

o+1|
[(M(X)) ] 1 [(M<x))0c+1:|- _ 1 % u'(x) % ((x + 1) « (u(x))a+1_1 _

o+1 :oc+1 o+1
= u'(x) (u(x))”

(14(x))*"!

Portanto, J[u'(x) (u(x))"] dx = o+ 1

@ ExempLOS
2tz NOTAS

. I [(2x+1)(x2+x—5)3] dx =J [(xz +x-5)02+x— 5)3] dx:( +c¢,cER * Tem em consideracdo que, se
uX)=x*+x—5,entdo 2x+1=u'(x).

O J(cosx sen2x) dx = J [(senx)' sean] dx =m+ ¢, cER ** Tem em consideragdo que, se
1 3 5 u(x) =senx, entdo cosx=u'(x).
N I n(x) dx J‘ [lln (x)] dx = I[ln'(x) In (x)] dx = In” (x) +¢,cER *** Tem em consi(lieragéo que, se
x x 2 ulx)=n(x), entdo *-=u'l).
..................................................................................................
Determina:
a) f(x3\/x4+l)dx b)f[5x2(2x3+5)7] dx
3x 3e*
c) | —22— dx d) dx
J\/4x2+5 f(e"+1)4

Resolugao

a) I(x3\/m> dx=j [x3(x4+ 1)%] dx =
=]

1
%x4x3(x4+1)5] dx=%f [4x3(x4+1)%] dx =

3
2 441)°
=%(x4;1) +c= (x6 )+c,c€IR
2

b [ [5x2@2x3+5)] de=|

% X 6x2(2x3 + 5)7] dx =
2x3+5)° 5Q2x3+5)°
+c=

=§j [6x2(2x3 + 5] dx=%x cER
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n Determina:
a) _[[Zx(x2+ 1)%] dx
b) _[(cos3x senx) dx
o) [[@x+7)Va2+7x+5] dx
d) [ [x2(4x3+7)] dx
o

e)j(eu 1)’
f) I(e2xv3 +e2x) dx
g) _[ [(1 +cosx)zsenx] dx

P(e)=e+c cER |
1
1

Pu'e')=e'+c,cE€R

NOTA

*Se u(x) =senx entdo cosx=u'(x)
e, portanto, cosx es"™ = y'(x) e!™ .

PROFESSOR
Solucdes

4.Sendo ¢ € R:

26
(x+1)
26

l:‘)_cos"x

a)

+c
+c
3
2 (x?+7x+5)
- +c
3
10

(4x2+7)
120

c)

d)y

+C

1

——+¢C
2(ex+l)

e)

3
2X
f)ﬂ*_c

72
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) continuacdo

c) I%dx=f [3x(4x2+5)_5] dx =
= [%X8x(4x2+5)_§] dx:%f [8x(4x2+5)_5] dx =

1
5 1
3x(4x +5)2+

=2 c=3 4x2+5+c,c€|R
1 4
2
3e~
d) I(ex+1)4 dx=I [3ex(ex+ 1)4] dx=3j[ex(ex+ 1)4] dx =
X 1_3
=3u+cz_(ex+1)*3+cz_ 1 s+¢, cER
-3 (ex+1)
Propriedade 4

i) Ie"dx=e"+c,cEIR

ii) I[u (x)e"®] dx =e"*) + ¢, cEIR (u designa uma funcio)

Demonstracdo
i) Este resultado decorre de se ter (e¥)'=e* .

ii) Este resultado é consequéncia de (e¥)'=e* e da regra de derivacdo de uma
fun¢ao composta: [ev)] = u '(x) ")

EXEMPLOS

o I(3x2+ex) dx=x3+e*+c,cER

o I(cosxese"") dx = I[(senx)’ese“’“] dx=e""+¢,c€ER

Determina:
a) Ie3x dx b) I(x ex*+1) dx
c) le dx d) I\/e_x dx
e
Resolugdo

X —l ’:C —_1 X
a) Je3 dx—3j(3ve3 )dx—3e3 +c¢,c€ER
xz —l X _1 x2
b)f(xe +1)dx—2f(2:66’2+1)dx—2€ tl+c,c€ER

o [Ldx=[(7e") dx=-7 [ [C1)e ] dx

-7¢e*+c,cER

u
u
—_

ei] dx=2€§+c=2\/67+c,c€|R

P



Propriedade 5
i) Jldx=ln|x| +¢, cER
X

i)

=In|u(x

Demonstracao

i) Para x>0, tem-se: (Inlx|)' = [In(x

Para x <0, tem-se: (In|x|)'=[In(-

tem I%dx=1n|x|+c,c€|R.

ii) é consequéncia de se ter [In|x|]'=
composta.

EXEMPLOS

o I(l+2x> dx=Inlx|+x2+c,c ER
x

3x2+4 4 J(x +4x) d =
x3+ 4x

o [ €F oore* + 3)'
13 dx = I dx

o [ SENX
2—cosx cosx

Exercicio resolvido S :

Determina:

a) IZ—x5x3 dx

1
g Jxln(x)

Resolugdo

)]
x)]'=

Portanto, para qualquer x#0 , tem-se (In|x|)’ =% pelo que, efetivamente, se

-1

—-X

)|+¢c,cER (u designa uma fungio)

1
x

In|x3+4x|+c¢,cER

=Inle*+3|+c=In(e*+3)+¢,cER

b) ftgx dx

2l B

x4+ 9x2 +3xd
x2+9

a) f%dx=]<%—57x3> dxzf(%—5x2> dx =

=zjldx_5J-dex=21n|x|—E+c,cGIR
x 3

b) Itgx dx:fsenx dx =

COosXx

—jﬂdxz—lnlcosxl +¢,c€ER
cosx

% e da regra de derivagdo de uma fungao

I(Z cosx)d =In|2 —cosx|+c=In(2 —cosx)+¢,cER
2 —cosx

continua )

P(%) =ln|x|+c,c€IR

P<i>:tn|ul+c,ce|R
u

B Determina:
a)f (x3e**) dx
b)f \/_+4e" dx
(%— ﬁe") dx
d) [ [12e(ex+4) — 155 dx

°) J [cos2 x

f) J [67\/5—(3x+ 1)2] dx

+24x (x2 + 7)3] dx

NOTAS

* Tem em consideragao que
(C+4x)=3x+4.

** Tem em consideragao que
(e+3)=¢".

*** Tem em consideragao que
(2- cosx) =senx.

PROFESSOR
Solucdes
5.Sendo c€ER:

X
a)e—+c
4

b)zx/E
3

c)—L—\/EeM c
8x4

6
d)2(ex+4) +3e % +¢

+4e*+¢c

4
e) e +3(2+7) +c

(3x+1)°
f)ZeW—%+c
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n Determina:
a) _[ < —+ e") x

b) I4J;x3 dx

sen (3x)
1+ cos(3x)
)Ix +3x 1d

P(senx) =—cosx+c,cE€R

P(cosx) =senx+c,c€R

P(u'senu)=-cosu+c,cE€R

P(u'cosu)=senu+c,c€E€R

} continuacdo

1
) len(x)

x4 +9x2+3x ; _ [x*+9x2 3x
d)I 249 dx-f( x2+9 x2+9>dx

_(_x _
dx= Iln(x) dx=In|ln(x)| +¢,c ER

_I [xz(x2+9) 3x
x2+4+9 x2+9

dx=I(x +;>< 219)dx=

x3 3 _x 2
= 3 + lnlx +9|+¢ 3 +21n(x +9)+¢,cER

Propriedade 6

i) Isenx dx=—cosx+c,cER
ii) Icosx dx=senx+c,cER
iii) I [u'(x) sen(u(x))] dx =—-cos (u(x)) +c,c ER

iv) I [u'(x) cos (u(x))] dx=sen (u(x)) +¢,c ER

Demonstragao

i) e ii) decorrem de (cosx)'=—senx e (senx)'=cosx .

iii) e iv) sao consequéncia das igualdades referidas em i) e ii) e da regra de deri-

va¢do de uma fun¢ao composta.
EXEMPLOS

. J(cosx+ senx) dx =senx —cosx + ¢, c € R

O I [gﬁcos (x2)] dx=sen(x2) +¢,cER

o

Exercicios resolvidos S :

PROFESSOR
Solucdes
6. Sendo cE€R:

|x| +eX+c
X

b)4ln|x|+%3+c

n(e+7) ‘e

2
ln|1+cos(3x)|
3 f

c)
d)-
e)§+x—3ln|x+2|+c
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1. Determina:

T
a) Isen <§ - 2x> dx

c) Icos3 x dx

b) Il+xxcosx dx

d) Isen2 x dx

Resolugao

2) Isen(%—Zx) dx =—%j [-2sen<§—2x>] dx =

1 cos( T 1 os(®E_
= ZX[ cos(3 2x)]+c 2cos(3 2x>+c,cEIR

b) Il"'xxﬂdxzj<%+cosx> dx=In|x|+senx+¢,c ER

continua )



} continuacéo

...............................................................................................................................................................................

c) Icos3x dx = I(cosx cos2x) dx = I [cosx (1 —sen2x)] dx=

sendx
= I(cosx—cosx sen2x) dx =senx — 3 +c¢,cER

d) Isenzx dx = Jl—%s(Zx) dx=I B—%cos(Zx)] dx =

—(11_1 _x_1
_J[Z 4><ZCos(2x)]dx 3 4en(2x)+ccEIR

2. Seja [ a funcdo, de dominio IR, definida por f(x)=cos*x .
Seja F a primitiva de f tal que F(0)=1.

Determina F.

Resolugao

Tem-se:
Icos“x dx = _[(coslx cos?x) dx = I [cos2x (1 —senx)] dx =
= I(coszx —sen2x cos2x) dx =
= I (coszx - % x 4sen2x cost) dx =

=I cos2x —%x (2senx cosx)z] dx =

= I cos2x — % X sen2 (Zx)] dx =

:I [1 + cos (2x) B

1.1 —cos(2><2x)] dx =
2 4 -

1.1 1.1 _
—I B 2cos(Zx) 8+8cos(4x)] dx =
_([3.1 1
—f 3 4><2cos(2x)+32><4cos(4x)] dx =
3x
?+Zsen(2x)+3—zsen(4x)+c—
_ 12x + 8sen (2x) + sen (4x) tecER
32
Tem-se, entio:
F0)=1 &> 12><O+85en0+sen0+ e =1

32

Portanto, a fungao F pedida é definida por:

12x + 8sen(2x) + sen (4x)
F(x) =
32
_ 12x + 8sen(2x) +sen (4x) + 32
a 32

.............................................................................................................................................................................

continua )

NOTA

* senx

_2sen?x _

_sen?x+sen?x _
2
_ 1-cos?x+sen?x _
2
1-(cos?x—sen?x)

2
_1-cos(2x)

2

n Determina:
a) J( +3e"+cosx> dx

b) J excos (e +2)| dx

o Jx2+cos [In (x)] I

d)I [(x +1) cos(x2+ 2x)] dx
e)I\/;+;csenx dx

f) I [x2 sen (43 +5)] dx
g) I [elx (1+sen (elx))] dx

NOTA

1+cos(2x
** Tem-se cos?x = ¥ .

2
A demonstragdo desta igualdade é
idéntica a demonstragado de
1-cos (2x)

2

gue também aplicamos aqui e que
provdmos acima.

sen?x =

PROFESSOR

Solucdes
7.Sendo c€ER:

a)2lnlxl +3e*+ senx+c
b)sen(e*+2)+c
c)XEansen [ln(x)] +cC

2
sen (x +2x) ‘e

2
e)2\&—cosx+c

cos (4X3 + 5) ‘e
12

2% _ 2
e C;S<€X)+C

d)

f)-
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n Seja f a fun¢ao, de dominio
IR, definida por f(x)=sen3x .
Seja F a primitiva de [ tal que

)

Determina F.

2) AULA DIGITAL

= Resolugdo
Exercicio 8 (resolugéo
passo a passo)

n Seja f a fungio, de dominio

10, 2[ , definida por:
_ 3
f(x)_x2—5x+6

Seja F a primitiva de f em
10, 2[ tal que F(1)=3.
Determina F.

Sugestao: comega por fatorizar
x2—-5x+6.

PROFESSOR
Solucdes

3
8. F(x):%— CosX+ 4

X—3

X—2

9.Fx)=31n +3-31ln2,em

10,2

76

) continuacdo

...............................................................................................................................................................................

i 3. a) Determina constantes reais ndo nulas, A e B, tais que:

Vx €ER\{-1

b) Seja f a funcio, de dominio IR", definida por f(x)=

5 O}a

1

1 _A B
x(x+1) x x+1

1
x24+x

Determina a primitiva de f que se anula para x=2 .

Resolugio

a) Tem-se, para qualquer x € R\{-1, 0} :

1 A B

==+
x(x+1) x x+1

in Caderno de Apoio, 12.° ano

&S 1=Alx+1)+Bx &

S Ax+A+Bx=1&~

S (A+B)x+A=1

Para que esta igualdade seja valida para qualquer x € R\{-1, 0} , tem
queser A+B=0 e A=1,ouseja, A=1 e B=-1. :

b) Para x € R, tem-se:

F(x)=[ 1

x2+x

dxzf

s

1

x(x+1)

1)dxz

=ln(x)-In(x+1)+c=

=ln< X )+C,C€|R
x+1

F(2)=0<:>ln<%>+c=0<:>
—_1n(2 _n(3
& c= ln<3><:>c 1n(2>
Portanto,
_ x 3\ _
) )

3x )
2x+2

i 4. Sejam u e v fungdes derivaveis num intervalo I.

a) Mostra que, se P(uv') é uma primitiva de uv', entdo uv—Puv')

€ uma primitiva de u'v .
b) Determina I(x e*) dx .

c¢) Determina Iln (x)dx .

in Caderno de Apoio, 12.° ano

............................................................................................................................................................................. -
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) continuacdo

...............................................................................................................................................................................

m Ao método de primitivag¢ao

Resolugao : baseado na propriedade
a) Mostrar que uv— P(uv') é uma primitiva de #'v equivale a mostrar P(u'v)=uv—Puv)
que [MU—P(MU')] =u'v. dé-se o nome de primitivagao

por partes. Utiliza este método
para determinar:

Ora, [uU—P(uU')]':(uv)'—uu'zu'1/+uu'—uv'=u‘v.

b) Tendo em consideracdo a alinea anterior, tem-se: P(u'v)=uv—P(uv') . a) I (x cosx) dx
o : - e b) [ [x In(x)] dx
Utilizemos esta propriedade para primitivar a fun¢ao definida por xe*. : I( v
c) [(x2e™) dx
Temos, a partida, duas escolhas possiveis: considerar u'(x)=x e :
v(x)=e* ou considerar u'(x)=¢* ¢ v(x)=x.
Experimentemos a primeira hipotese: #'(x)=x e v(x)=e*.
2
Tem-se v'(x)=¢* eseja u(x) =x? uma primitiva de x .
Entao, J(x ex) dx = x—zex - I <x—2e") dx -
2 2
Ficamos, portanto, com uma expressao para primitivar mais complexa
do que a original. :
Experimentemos agora a segunda hipotese: u'(x)=¢* e v(x)=x.
Tem-se v'(x)=1 eseja ulx)=e*.
Entao, I(xex) dx=e*x —I (1) dx=e*x—-e*+c,cER.
c) Tem-se Iln (x)dx = I [1xIn(x)] dx .
Facamos entido u'(x)=1 e vix)=In(x) .
Tem-se v'(x) _4 eseja ulx)=x.
X
Portanto,
1 xIn(x)] dx=x In (x) - 1) gx= _ _
[1x1In(x)] dx=2xIn(x) xxx dx = xIn(x) Ildx—
=xIn(x)—x+c¢,cER
5. Um ponto material P desloca-se na reta numérica, estando, em cada
instante £>0 , submetido a aceleracio a(t)=cos(5t) , na unidade de :
aceleracio correspondente as unidades de tempo e de espago que foram
escolhidas. ]
a) Mostra que, se a velocidade inicial (ou seja, no instante t=0 ) de P
for ndo nula, P atinge pontos arbitrariamente afastados da respetiva |
posi¢ao inicial.
b) Esta propriedade (alinea a)) mantém-se quando a velocidade inicial PROFESSOR
de P é nula? Solucdes
c) Calcula a velocidade e a posigao inicial de P, sabendo que, nos instan- 10. Sendo cER:
tes t= 52_1t e t=5m,0 ponto P se encontra na origem do referencial. a) x;len(x)+ cosxe
: 2ln(x)
in Caderno de Apoio, 12.° ano b) 7 4

et e e e e c)—e**(x?+2x+2)+c
continua p

Capitulo1 | Nogio de primitiva 77



m Um ponto material P des-
loca-se na reta numérica (na
qual 1 unidade corresponde a
1 metro), estando, em cada ins-
tante, submetido a aceleragio
de 3 metros por segundo qua-
drado (o tempo é medido em
segundos).

Calcula a posi¢ao que o ponto
P ocupa no instante =35, sa-
bendo que, no instante =0,
o ponto P se encontra na ori-
gem e que a sua velocidade, nes-
se instante, ¢ de 4 metros por
segundo, no sentido positivo.

PROFESSOR

Solucdes
11.57,5

Nogdo de primitiva

Mais sugestdes de trabalho

Exercicios propostos n.” 20 e 21
(pags. 98 e 99).
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} continuacdo

...............................................................................................................................................................................

Resolugio

a) Tem-se a(t)=v'(t) ,onde v(z) designa a velocidade de P no instante ¢ .
Portanto, a fun¢@ao v € uma primitiva da fun¢ao a, ou seja:

v(t)= Icos (51) dt=%f [5 cos(52)] dt=%sen St)+k(kER)

Tem-se v(0)=*k , pelo que, se a velocidade inicial de P for nio nula,
entio k#0. :

Ora, v(t)=p'(¢) ,onde p(¢) designa a posi¢io de P no instante f.

Portanto, a fun¢@ao p € uma primitiva da fun¢ao v, ou seja:

p(t)= I[ sen(5t)+/e]dt———cos (5t) + kt+c(cER)

Sendo k#0 , tem-se que p(#) pode tomar valores arbitrariamente
grandes (em valor absoluto) Com efeito, :

[p@)] =

kt+c ——cos (St)‘ > |kt +c| - ‘

T —cos (St)‘ > |kt+c —-=—

25 25

. 1 .
Como lli»nm (lkt+ cl - §> +00 , vem )l}an |p (D) =+0c0, pelo que

P atinge pontos arbitrariamente afastados da respetiva posi¢do inicial. :

b) Esta propriedade nao se mantém quando a velocidade inicial de P é
nula, pois, como v(0)=k ,tem-se v(0)=0<>k=0. :

Vem, entdo, p(t)z—icos (58)+ ¢, pelo que, para qualquer >0,

25
se tem —%+c<p(t)<%+c .
¢) Tem-se, como vimos, p (8) =kt — %cos (5t)+c.

. Sm . H
Como, nos instantes t= e t=5m,0ponto P seencontra na origem

2
do referencial, tem-se p (52_7t> =0 e p(Sm)=0.
1

-p( ) 0<:>57‘/e 550 <2§“>+c 0<:>5“k+c—
o p(Sm) = O<:>51tk——cos(25n)+c O<:>5nk+§+c 0
5nk+c—0/\5nk+—+C—0<:>5 k=—cA—c=5mk+i &
25 2 25
=Y k/\snk 5nk+—<:>c=—5—nk/\5nk B
25 2 25
__Sn __2 1l A= 2
S k/\k T2 5m S 25/\/e 350
2
Portanto, p(t)= —Ft—gcos(St)+ ,pelo que p(0)=0 e
__ 2
v(0)=-135;

...............................................................................................................................................................................



Conceito de primitiva

Seja f uma fungdo real definida num intervalo I.

Diz-se que uma fun¢do F é uma primitiva de f em [ se F é diferencidvel
em [ e, para qualquer x €I, F'(x)=f(x).

Diz-se que f ¢ primitivavel em [ quando f admite uma primitiva nesse
intervalo.

Propriedade

Seja f uma fun¢do primitivdvel num intervalo I .

Se F éuma primitiva de [ nesse intervalo, entdo as primitivas de [, nesse
intervalo, sdo as fung¢oes definidas por F(x)+c¢,c€ER.

A expressao F(x)+ ¢, c € R, pode ser representada por Pf ou por Jf(x) dx .

pp. 68

%75 Linearidade da primitivacao

* P(f+g) =Pf+Pg

e P(kf) = kPf, k ER

pp. 69

#9% Regras de primitivacio

No que se segue, ¢ designa um numero real e # designa uma funcio.

* P(k)=kx+c,kER

o P(x%) = ’&“—;11 +¢, 0 €ERV{-1, 0}

o P(u'u®) = z‘*—: +¢ a€RV{-1,0}

* Ple¥)=e"+c

e P(u'e")=e"+c

°P<%>=ln|x|+c, em ]-o0,0[ ouem ]0,+oo[

OP(Z>=ln|u|+c
u

e P(senx)=—cosx+c
® P(cosx)=senx+c
e P(u'senu)=—cosu+c

e P(u'cosu)=senu+c
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2. Nocao de integral

20 AULADIGITAL Calculo de uma area

= Resolugao
Exercicios de «Nogao de
integral»

s Simulador a) Representa graficamente a fun¢ao f, em referencial o.n. xOy .
Geogebra: Integral

Seja [ a fungdo, de dominio R, definida por f(x)=2x+1.

Geogebra: Integral - b) Considera a regido do plano delimitada pelas retas de equagoes x=2 e

Polinomial de 3.° grau x=4,peloeixo Ox e pelo grafico da funcao f.Representa essa regido.

Geogebra: A drea

Sera que consegues determinar a area da regido que representaste?

4 Conceito de integral

Seja [ a fun¢do, de dominio R, definida por f(x)=x2. Consideremos a regiao
do plano delimitada pelas retas de equacoes x=1 e x=2, pelo eixo Ox e pelo
grafico desta fungao. Esta regido esta representada na figura ao lado.

A 4rea desta regido da-se o nome de integral de f entre 1 e 2, e representa-se por

sz(x) dx ou por szZ dx .

[ : ) De um modo geral, tem-se:
Casio fx-CG 20 ...... pag. 182
TI-84 C SE / CE-T.... pag.186
TI-Nspire CX.......... pag. 191 .
Definicao
Dado um referencial cartesiano ortonormado e uma fungao f continua e nao
NOTA negativa num intervalo [a, b] , dd-se 0 nome de integral de f entre a e b
* Em rigor, deve dizer-se medida da a drea*, na unidade quadrada associada a unidade de comprimento desse refe-
area, em vez de area. No entanto, rencial, da regidao do plano delimitada pelas retas de equagoes x=a e x=b,

para simplificar a linguagem, utili-
zaremos, ao longo de todo o capi-

tulo, a designagéo area com o signi- O ezl de £ enie @ ¢ b e e g ||
ficado de medida da area. & f P P L fx) dx .

pelo eixo Ox e pelo gréfico da fun¢ao.

@ ExeEmpLOS

3’“ f 5
1. O integral I 3dx é a drea da regido do plano delimitada pelas retas de
nl equacoes x=1 e x=35, pelo eixo Ox e pelo grafico da fun¢ao definida
5 > por f(x)=3,ouseja, é a drea do retangulo representado na figura ao lado.
1 X

Portanto, LSS dx=4x3=12.

continua p
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) continuagdo
2. O integral LS (%x— 1> dx € a area da regido do plano delimitada pelas

retas de equacdes x=2 e x=8, pelo eixo Ox e pelo grafico da func¢io
1

definida por f(x) =5x- 1, ou seja, € a area do tridngulo representado na
figura ao lado.

871 _6Xx3
Portanto, Jz (Ex - 1) dx= > = 9.

O problema complica-se se o grafico da fungdo f nao for uma reta, ou seja, se
a regido cuja area se pretende determinar for delimitada superiormente pelo
grafico de uma fung¢io que nio seja uma fungao afim. Nesse caso, como proceder?

Um dos primeiros matemdticos a debrugar-se sobre este problema foi Leibniz,
matematico alemao do século XVII, que se inspirou no método que Arquimedes
(matematico grego da Antiguidade) utilizou para determinar a area de um circulo.
O método de Arquimedes consiste em dividir o circulo em setores muito peque-
nos (infininitesimais), de tal modo que se admita que cada um deles possa ser
considerado um triangulo, e somar as areas desses triangulos.

Consideremos entdo uma regido delimitada pelas retas de equacdes x=a e
x=b, pelo eixo Ox e pelo grafico de uma funcao f.

Tal como ilustrado na figura ao lado, Leibniz concebeu a divisdo desta regido
em regides muito pequenas (infininitesimais), de tal forma que se admita que
cada uma delas possa ser considerada um retangulo, sendo a area a determinar
igual a soma das areas desses retangulos.

A notacao I f(x) dx exprime precisamente a ideia de Leibniz.

De facto, sendo x um ponto do intervalo [a, b], f(x)dx representa o produto
de f(x) pelo comprimento dx do intervalo onde x se situa.

Leibniz considerava este intervalo infinitesimal, ou seja, de comprimento despre-
zavel, e portanto considerava que o valor da fun¢dao nao variava nesse intervalo,
tomando sempre o valor f(x) .

O simbolo era a forma geralmente utilizada, no tempo de Leibniz, para a
letra «s». Leibniz pretendeu assim abreviar a palavra latina «summa», ou seja,
«soma». Assim, I f(x) dx foi a forma utilizada por Leibniz para representar a
soma das areas dos referidos retingulos.

O teorema fundamental do cilculo integral
e a formula de Barrow

O nosso objetivo é encontrar um processo simples para efetuar o calculo de

b - . ~ :
I f(x)dx ,dados a, b e uma funcido f,continua e nio negativa.
a

~ . . b
Comecamos por chamar a aten¢do para o seguinte: na expressao I f(x)dx ,
. . . a
podemos substituir a letra x por qualquer outra, isto é, tem-se:

["fe)dx=["f0 de=[" ) du=..

Dizemos, por isso, que a varidvel x é muda.

T

O|' x

m Calcula:

a) j:x dx b) 1162 dx

&

yA h f
-
) \[HH.’""mmHH
o a4 b x
yA h f
-
b x;

PROFESSOR

Solucdes
12.a)8 b) 10
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NOTA

* Vamos utilizar a letra t para de-
signar a variavel independente por-
gue, mais a frente, vamos utilizar a
letra x para designar um valor (ge-
nérico) desta variavel.

4

y f
f (x)

y 3fcx-2
/O 2 x b

82
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Vejamos agora uma propriedade bastante intuitiva, que sera utilizada mais a
frente.

Propriedade 1 (monotonia do integral)
Sejam f e g fungdes continuas e ndo negativas num intervalo [a, b] .

Se, para todo o x pertencente a [a, b] , se tem g(x) < f(x) , entdo:

[[glx) dx< [ flx) dx

Esta propriedade esta ilustrada na figura ao lado. A drea da regiao delimitada
pelas retas de equacdes x=a e x=b, pelo eixo Ox e pelo grificode g é
inferior a drea da regido delimitada pelas mesmas retas e pelo grafico de f.

A propriedade que vamos ver a seguir é a chave do nosso objetivo, sendo, por
isso, conhecida como teorema fundamental do calculo integral.

Para melhor a compreendermos, comecemos por analisar um exemplo.

Seja f a funcdo, de dominio IR, definida por f(t)=t+1.*

4 L - .
Pretendemos calcular L f(t) dt , isto é, a drea da regido delimitada pelas retas de

equagdes t=2 e t=4,pelo eixo Ot e pelo grafico da funcio f.

Esta regido € o trapézio representado na figura ao lado.
3+5
2

A drea deste trapézio € igual a x 2 =38 . Portanto, I; fit)dt=8.
Seja agora x>2 . O que representard a expressao fo(t) di?

Naturalmente, designa a drea da regido delimitada pelo eixo Ot , pelas retas de
equagdes t=2 e t=x,e pelo grifico da fungao f.

Como ¢ evidente, esta drea depende do valor de x , ou seja, é fun¢do de x .
Designemo-la por F(x) . Tem-se, portanto, F(x)= L fit) dt .

Determinemos F(x) . Tem-se:

R R CEE
:(x+4)2(x—2)=x2+§x_g=%x2+x_4

Determinemos agora F'(x) . Tem-se:
F'(x)= (%x2+x—4) =x+1,o0useja, Fl(x)=x+1

Mas x+1 é a expressdo que define f(x)!

Chegamos assim a este resultado espantoso: a fun¢do F , definida por

F(x)= sz f(t) dt , é uma primitiva da fungdo f.

Serd coincidéncia? A propriedade da pagina seguinte responde a esta questao.



Propriedade 2 (teorema fundamental do célculo integral)
Seja f uma fungao continua e nio negativa num intervalo [a bl ,com a<b.
Seja F, a fun¢io definida em [a, b] por F,(x I )

Entdo, F, é a primitiva de f que se anula para x=a .

Demonstracao

Seja f uma funcdo continua e nao negativa num intervalo [a, b],com a<b,
e seja F, a fun¢ao definida em [a, b] por:

- J fit) dt

Queremos provar que:

i) F, é uma primitiva de

i) F,(a)=0

Provar i) é provar que F',(x)=f(x), ou seja, é provar que:

hm Fa(x+h)_Fa(x) =f(x)>:~

h—0 b

Seja x € [a, b[ eseja h>0 tal que x+h<b.

Tem-se que F,( I f(t) dt ,ou seja, F,(x) éa area da regido entre o eixo Ot

e o grafico de f, de a até x.

k x+h . .
De igual modo, tem-se que F,(x +h)= I ’ f(t) dt ,ouseja, F,(x+h) éaareada
regido entre o eixo Ot e o grificode f,de a até x+b.

Assim, F,(x+h)
de x até x+h ,ou seja:

—F,(x) ¢é a drea da regido entre o eixo Ot e o grafico de f,

(x+h Ix+hf

Pelo teorema de Weierstrass, sabemos que, no intervalo [x, x + h], a funcao f
atinge um maximo e um minimo absolutos. Designemos esse minimo por m(h)
e esse maximo por M(h) .

Tem-se, entdo, Vi€ [x,x+h], m(h)<f(1)
propriedade 1 (monotonia do 1ntegral), se tem:

Ix+h dt<J‘x+hf dt<J~x+h

) , pelo que, tendo em conta a

x+h . . N . . ~ ~
Note-se agora que I M(h) dt é a drea de um retangulo cujas dimensdes sao
X

h e M(b), pelo que [ M(b) dt=M(h)xb .
P o(b) dt =m(h) x b .

. +
De igual modo, tem-se Ix
X

Portanto, m(h)xh

<[ty de < M) xh

NOTA

* Recorda que, sendo F uma fun-
¢ao, define-se F'(x) como:

lim F(x+ h) — F(x)
h—0 h
yA
N f
h‘?
Ol a x x+h t

vt
M(l"’) """""" /‘\

\\/ V
47]94»

O x x+h t
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Ora,

S mb)xbh < F,(x+h)—F,(x) KM(h)xh &

Byleth)=Fylo) o

Atendendo a que a fungdo [ é continua, pode-se provar que:

lim m(h)=lim M(h)=f(x)

h—0 h—0
Logo, tendo em consideracdo o teorema das funcdes enquadradas, vem:

F,(x+h) - F,(x)

li =
lim ; flx)
b) —
De modo analogo, se prova que lim alx +h) = Fylx) =f(x) .

h—0" b

F,(x+h)—F
Concluimos, assim, que lim a¥ 2 2%) =f(x) , tal como se pretendia
h—0

demonstrar.
ii) Provemos agora que F,(a)=0.
1 Como F, (x)= fo(t) dt ,tem-se F,(a)= L"f(t) dt .

Ora, Iaf(t) dt é a area da regidao delimitada pelo eixo Ot , pelo grafico da fun-

¢do [ e pelas retas de equagdes t=a e t=a,ou seja, € a drea de um segmento
de reta, e um segmento de reta tem area igual a zero.

A 4

e ' Portanto, La fit)dt=0.
................................................................................................. |
1. Seja f a fun¢do, de dominio IR, definida por f(x)=3x2. E
: Seja F a fungdo, de dominio [1,+o0o[ , definida por F(x)= lef(t) dt.
Define a funcao F por meio de uma expressao algébrica.
Resolugao :
NOTA De acordo com o teorema fundamental do calculo integral, F é a primi-
* Como acabamos de ver, o teorema ! vl e e we v e =1l .
fundamental do célculo integral ga- Como ja sabemos, If(x) dx designa a familia de primitivas de f.*
rante que a expressao fo(t) dt (com Tem-se Jf(x) = I(3x2) dx=x3+c,com cER.

a fixoe x variavel) qlefine uma primi-
tiva da funcdo f. E este facto que :
justifica a utilizacdo da notacado Como F(1)=0,vem P+c=0&=c=-1.
ff(x) dx para designar a familia de H
primitivas de f.

Portanto, tem-se F(x)=x3+ ¢ (para um certo valor de c¢).

Portanto, F(x)=x3-1.

continua p
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) continuacdo

2. Determina a derivada de cada uma das fung¢des definidas pelas seguintes

expressoes:

a) a(x) =jo"etz dt (x>0) b) b(x) =onzsen2(t3) dt

Resolugao

a) De acordo com o teorema fundamental do célculo integral, tem-se:

alx)=(["erdt) =ex

b) De acordo com o teorema fundamental do calculo integral e com a

regra de derivagido de uma fun¢do composta, tem-se:

b'(x)= [_[OxzsenZ(ﬁ) dt]'z sen? [(x2)3] X (x2)'=sen? (x6) X 2x

Propriedade 3 (formula de Barrow)

Seja f uma fun¢ao continua e nao negativa num intervalo [a, b] ,com a<b,
e seja F uma primitiva de f.

Entdo, ['At) dt=F(b)~F(a).

Demonstracao

Seja f uma fun¢do continua e ndo negativa num intervalo |[a, b] .

De acordo com o teorema fundamental do célculo integral, a funcdo F,, definida

em |a, b], por F,(x)= fxf(t) dt é uma primitiva da fungao f.

Portanto, sendo F uma qualquer primitiva da fungio f, existe um numero real ¢

tal que Vx € [a, b], F(x)=F,(x)+c.

Tem-se, entao:
F(b) - F(a)=F,(b)+c— [F,(a)+¢c| =F,(b)+c—F,(a)—c=
=F,(b)-F,(a)=F,(b)-0=
=FE,(b)=["fit) dt

a

E de salientar que, sendo F uma primitiva de [, a expressio F(b)—F(a) ¢é

habitualmente representada por [F(x)]i’

Tem-se, portanto:
Lb fix) dx = [F(x)]” = F(b) - F(a)

sendo F uma qualquer primitiva de [ .

NOTA
De um modo geral, tem-se:

* [T de] = foo
(1710 at] = rluta] o

m Determina a derivada de

cada uma das fungoes defini-
das pelas seguintes expressoes:

a) leeﬂ*l dt (x>1)

b) j;"”lnu +83)dt (x>0)

PROFESSOR

Solugdes
13.a) X!

b)31n |1+ (3x+2)°]
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Exercicios resolvidos S :
m Calcula: :

a) IS 3x2+4x +5) dx 1. Calcula o valor de cada um dos seguintes integrais:
4 1
2 4
b)f Zex a) L (x2+3x) dx b) L . dx
Resolugao
4 _ X, 3x2
a) L(x2+3x)dx—[3+ >

24

1
(4 3x42)_<1_3 3x12>_g
‘<3+ 2 5372 )72

b)Ieldx:[ln|x|]i=ln(e)—1n(1)=1—O=1
1x

2. Determina a area da regido do plano definida pela condicdo:

3<x /\O<y senx

Resolugdo

y : , . . :
I/I,I-\ Na figura ao lado esta representada a regido referida no enunciado.

\\ pig A drea desta regido é:

T
Inzsen xdx=|-

E Determina a area da regiao
do plano definida pela condi-

¢ao:
Isesantsysa Propriedade 4 (linearidade do integral)
Sejam f e g fungdes continuas e nao negativas num intervalo [a, b] .
Entao:
o b b b
i) L [Ax) +g(x)] dx= L fix) dx+L glx) dx
i) [ [kfx)] dx =k [ *fix) dx (£ ER)
Demonstragao
Vamos provar i). A demonstragio de ii) é analoga.
Seja F uma primitiva de f e seja G uma primitiva de g.
Entdo, F+ G é uma primitiva de f+g.
Vem:
PROFESSOR j" [fix) + g(x)] dx = j (f+g)(x) dx = (F+ G)(b) - (F+ G)(a) =
Solucées “
14.2) 52 b) 4 =F(b)+ G(b) - F(a) - G(a) = F(b) - F(a) + G(b) = G(a) =
19 b b
IS.Z = L flx) dx + L glx) dx
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Exercicio resolvido /S5

Determina a area da regido do plano delimitada pelas parabolas de equagdes: :
52 5 :
==+1 =—"+2x+4
y 2 €y ) X
Resolucgao

Uma das parabolas tem vértice no ponto de coordenadas (0, 1) e tem a
concavidade voltada para cima e a outra tem vértice no ponto de coorde-
nadas (2, 6) e tem a concavidade voltada para baixo.* ‘

A observacio da representagdo grafica das duas parabolas, mostra que a
2 . ,
parabola de equacdo y= _x7 +2x+4 estd «acima» da pardbola de equa- :

2 . - p
¢ao y= % +1 entre os pontos de interse¢ao das duas parabolas.

As abcissas dos pontos de interse¢do das duas pardbolas sdao as solugoes |

da equacio %2+1=—%2+2x+4 kL

A regido do plano delimitada pelas duas pa-
rabolas é a regido colorida na figura ao lado.

/-1

A sua drea pode ser obtida pela diferenca entre as dreas das regides que se :
apresentam em baixo. '

-~

y

/-1 ]0 5 & /-1
Portanto, a drea pedida é:

[’ (—x—2+2x+4> dx—jj<x—2+ 1) dx =

-1 2 2
3

= 3(_x2+2x+3)dx=[_x_3+x2+3x] _32

- 3 . 3

A Relacio de Chasles

Seja f uma fun¢do continua e nio negativa num intervalo I e sejam a e b
dois pontos de I, tais que a<b.

Tem-se a seguinte convengao: J: flx) dx = —Lb flx) dx .

Por exemplo, I:xz dx=- I;xl dx .

= Casio fx-CG 20 ...... pag. 182
TI-84 C SE / CE-T.... pag. 187
TI-Nspire CX.......... pag. 192

NOTAS

* Recorda que as coordenadas do
vértice da pardbola de equacdo

y=ax2+bx+c sao <—£, —A> ,
2a  4a

onde A=h’-4ac.

As coordenadas do vértice também

podem ser obtidas localizando e de-

terminando o extremo da funcdo

definida por f(x) =ax2+bx+c.

2 2
**X?+1=—X—+2x+4<:>

S XP-2%-3=0&

2+V/4-4x1x(-3)
= &

2

X

2

I+

& x= &S x=-1Vvx=3

~ ‘

m Determina a drea da regiao
do plano delimitada pela para-
bola de equacao y=12-x2 e
pela reta de equacdo y=2x+9.

2 AULA DIGITAL

= Resolugao
Exercicio 16 (resolugao
passo a passo)

PROFESSOR

Solucdes

16.32
3

Capitulo 2 | Nogdo de integral 87




De acordo com esta convengao, tem-se a seguinte propriedade:

Propriedade (relagao de Chasles)

Seja f uma fungao continua e nao negativa num intervalo 1.

Entao, dados quaisquer pontos a, b e ¢ de I,tem-se:

L” fix) dx = ch(x) dx + L” fx) dx

y Demonstracao

/ A igualdade é verdadeira no caso em que a < c¢ < b, tal como se ilustra na figura

b . < . . .
ao lado ( I flx) dx € igual a soma da drea da regido colorida de verde com a

area da regiao colorida de amarelo).

Ol a c b P e
Mostremos agora a igualdade para os seguintes casos: c<a<b e b<c<a
y | ; (para os restantes casos, as demonstracdes sao analogas).
/] i) c < a < b ; neste caso, tem-se:
b b a b c
L fix) dx = L flx) dx — L flx) dx = L flx) dx + L flx) dx =
c b
o R — ) = j flx) dx + j fix) dx
yT il) b < ¢ < a ; neste caso, tem-se:
//- f b a c a
/] L fix) dx = —Jb flx) dx =— Ub flx) dx + L flx) dx] =
c a b c
= —jb flx) dx — j flx) dx = j fix) dx + j fix) dx =
c b
o — = L flx) dx+L flx) dx
m Calcula:
2n
3 [ lsenal dx Exercicio resolvido /R
5 3
b -2|d :
)L lx =2l dx H Calcula o valor de IZI— 3x2+ 6x| dx . y
18] Seja f a funcio definida Resolugdo
por: Tem-se: :
_J1+cosx se x<0 y=|-3x2+6x] !
=N ter se %30 —3x246x=0> x(-3x+6)=0 & s
S x=0Vx=2 o 2 x|

Calcula Ll flx) dx .

RECORDA
flx)  se f(x) >0

f(x)={
—-flx) se fix)<0

1L Casio fx-CG 20...... pag. 183
TI-84 C SE / CE-T.... pag.187
TI-Nspire CX.......... pag. 192

PROFESSOR
Solucdes
17.a)4 h)9 18.t+e
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Portanto, —3x2+6x >0 x€[0,2].
Assim,
I_Z |-3x2 + 6x| dx =
= L(; |—3x2 + 6x| dx + IOZ |—3x2 + 6x| dx + LS |-3x2 + 6x| dx =
= LZ (3x2—6x) dx + JOZ(—39C2 +6x) dx + LS (3x2 — 6x) dx =

= [x3-3x2] ", + [-x3 4+ 3x2] g+ [x3 - 3x2], = 54 + 4 + 54 =112



A Extensio do conceito de integral

Até agora, o conceito de integral tem sido limitado a fungdes ndo negativas.

Vamos estender este conceito a outo tipo de funcdes: primeiro, a funcdes ndo

positivas e, depois, a fun¢des onde poderdo ocorrer mudancgas de sinal (um nu-
mero finito de vezes).

Definicao (integral de uma fun¢ao nao positiva)

Dado um referencial cartesiano ortonormado e uma fun¢do f continua num

intervalo [a, b] , tal que Vx € [a, b], f(x) <0, dd-se 0 nome de integral de f
b S a..c . ~

entre a € b (e representa-se por I flx) dx ) ao simétrico da area da regido
a

do plano delimitada pelas retas de equacées x=a e x =b, pelo eixo Ox e
pelo gréfico da fungao.

@ ExempLOS

1. Na figura ao lado esta representada parte do grafico da funcdo f definida

por f(x)=cosx . T.f

v

s . , . , -~ .
Tem-se que I f1x) dx ¢é o simétrico da area da regido colorida.
2

2. Na figura ao lado esta representada a circunferéncia de centro na origem
do referencial e raio 1.

Como se sabe, esta circunferéncia pode ser definida pela equagao:

CIN

x24+y2=1
Ora,

x2+y2=1=y2=1-x2<=y=2V1-x2

Do ponto de vista grafico, esta equivaléncia corresponde a decomposiciao

da circunferéncia em duas semicircunferéncias, sendo cada uma delas o

ﬂ\ -,
g\

1 _

I

= ow

JJ

grafico de uma funcio.

Portanto, o grafico da funcdo definida por f{x)=—V1—x2 é uma semicir-

cunferéncia.
1
. 1 P ) - »
Assim, J 1f(x) dx é o simétrico da drea do semicirculo representado na © Lo«
- 2
. 1 X
figura ao lado, pelo que I 1f(x) dx=-= 21 =—§ .
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yAL
// _7[
B
O| a b x
A
\\ :

m Tendo em conta a proprie-
dade 1 desta pdgina, calcula

T
Incosx dx .
2

NOTA

* Pode-se provar que o valor do in-
tegral ndo depende da sequéncia
Cg, Cq, -, Ciy1 CONsiderada.

PROFESSOR

Solucdes
19.-1
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Propriedade 1

Dada uma fun¢io / continua num intervalo [a, b] , tal que Vx € [a, b], f(x) <0,

tem-se Lbf(x) dx=- Lh [—f(x)] dx .

A justificagao desta propriedade esta ilustrada na figura ao lado.

De facto, as regides A e B sd3o geometricamente iguais, uma vez que uma
resulta da outra por meio de uma reflexio axial de eixo Ox .

Portanto, as regides A e B tém a mesma area.
Vem, entao:

I bf(x) dx =—area da regido A = —drea da regiao B = —I ’ |- fix)] dx

Defini¢do (integral de uma fun¢ao onde pode ocorrer um nimero finito de
mudancas de sinal)

Seja f uma fung¢io continua num intervalo [a, b] .

Admitamos que existe uma sequéncia de nUmeros reais cg, Ci, ... 5 Cp4q COM
a=c¢y<c¢ <...<c,<cp,1=b,tal que, em cada intervalo [c,, c,+1] ,a funcdo f
nao muda de sinal.

. - b .
Define-se entio I flx) dx* como a soma:
a

(x)dx+| Ax)dx+...+| flx)dx
[ dse [ L7

EXEMPLO

=x3—7x2+10x

Seja f a fungdo, de dominio IR, definida por f(x) cujo grafico

esta representado ao lado. 8
Tem-se:

[ ) dx= [ fix) dc+ [ “floe) dx+ [ fix) de+ [ U f (o) dx
ou seja,

6 z .~ .
I ) flx) dx = soma das areas das regides coloridas de amarelo —
— soma das 4reas das regioes coloridas de verde

Propriedade 2

A propriedade da monotonia do integral, o teorema fundamental do calculo
integral, a formula de Barrow, a relagio de Chasles e a linearidade do integral
mantém-se validas para este tipo de fungoes.

Naio iremos demonstrar esta propriedade.



i 1. Calcula o valor de Jo senx dx e interpreta geometricamente o valor obtido. :

Resolugdo
A4 observacio do grafico ao lado sugere que se considere o integral : y
T . o E
, senx dx como a soma de quatro integrais, correspondendo, cada um, : SN\ 4w
a um intervalo onde a fun¢do nao muda de sinal: %) w 2m Il *

4n g 2n 3n 4n
.[o senx dx=IO senx dx+I senx derJ2 senx dx+I senx dx
T T 3n

Associando os intervalos em que a fun¢do é ndo negativa e os intervalos
em que a fun¢do é ndo positiva, escrevemos: ]

4n T 2n
I senx dx=ZI senx dx—ZI (—senx) dx =
0 0 T
T
0=

2n
n

=2[-cosx], —2[cosx]

=2(—cosT + cos 0) — 2 [cos (27) — cos | =

=2x(1+1)-2[1-(-1)]=2%x2-2x2=0

Interpretacio geométrica: a soma das areas das regides onde a funcio é !
positiva (regides coloridas de amarelo) é igual a soma das 4reas das re- :
gioes onde a fungao € negativa (regides coloridas de verde). ]

4n
Portanto, Io senx dx=0 .

: 2. Determina a drea da regido do plano formada pelos pontos P(x, y) tais
: que 0Kx<TA —sendx <y <<sendx . :
in Caderno de Apoio, 12.° ano
Resolugao
Na figura ao lado estd representada a regido cuja area se pretende deter- y

minar. Como esta regido é simétrica em relagdo ao eixo Ox , a drea da |
regiao que se encontra acima deste eixo € igual a drea da regido que se :

encontra abaixo dele.

. s, . T
Portanto, a area a determinar € igual a ZJ sen3x dx .
0

y = —sen’x

Determinemos uma primitiva da funcdo definida por y=sen3x .
Tem-se:
Isen3x dx = I(senx sen2x) dx =
= I [senx(1 - cos?x)] dx =
= I (senx —senx cos?x) dx =
= Isenx dx + f (—senx cos?x) dx =

3
=—cosx+%+c (c€R)

Portanto,
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) continuacdo

...............................................................................................................................................................................

3. Na figura ao lado esta representado um quadrildtero num referencial de
D tal forma que A(0,2), B(3,1), C(5,5) e D(0,4).
3 Determina a area do quadrilatero, utilizando integrais adequados.

§ in Caderno de Apoio, 12.° ano

> Resolucido

. Comecemos por determinar a equagao reduzida da reta DC.. E
Tem-se DC=C—-D= (5,5)-(0,4)=(5,1) , pelo que o declive da reta
DC éigual a % :

Portanto, a equagado reduzida da reta DC é y= %x +4.

Determinemos, agora, a equacao reduzida da reta AB .

Tem-se AB =B—A=(3,1)—(0,2)=(3,-1), pelo que o declive da reta :
AB éigual a —% . :

Portanto, a equagado reduzida da reta AB é y= —%x +2.

Determinemos, finalmente, a equagao reduzida da reta BC.

Tem-se BC =C—B= (5,5)-(3,1)=(2, 4) , pelo que o declive da reta
BC éigual a 2. :

NOTA Portanto, a equagao reduzida da reta BC € da forma y=2x+b .

T C Como esta reta passa por B(3,1),vem 1=2x3+b,ouseja, b=-5.

b Portanto, a equagao reduzida da reta BC é y=2x-35.

A Assim, a drea do quadrildtero [ABCD] é igual a:

B N 371 3001 501 5

0 3 x| Io <§x+4> dx—IO <—§x+2> dx+J-3 <§x+4> dx—J-3 (2x—5)dx=
A gue area deste quadrilatero tam- ZJ‘3 (ix+2> e +I5 <—2x + 9> o=
bém pode ser determinada utilizan- 0 \15 3 h)

do métodos elementares (por H
exemplo, pela soma da drea de um =
trapézio com a &rea de um triangulo).

“T0 | =5t o

3
4 x>
15 +2x]0+

5
9 x2 ]_42 18_ 1
3

i 4. Determina a area da regido do plano delimitada pela paridbola de equagio
y=-x2—2x+3 e pelas tangentes a essa parabola nos pontos de interse- :
¢do com o eixo das abcissas. 3

in Caderno de Apoio, 12.° ano
Resolugio
Comecemos por determinar as abcissas dos pontos de intersecdao da para- |

bola com o eixo Ox .

Tem-se:

24\/4—4x(-1)x3

=2

Determinemos a equagio reduzida da reta tangente a parabola no ponto

—-x2-2x+3=0&x= —SSx=-3Vax=1

de abcissa — 3.

; . Tem-se (—x2—2x+3)=-2x—-2,pelo que o declive da reta é —2x(—3)-2,
-3 -10] 1 «x ou seja, € igual a 4. :

.............................................................................................................................................................................
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) continuacdo
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Tem-se, assim, que a equagao reduzida da reta é da forma y=4x+b . Como
a reta passa no ponto de coordenadas (-3, 0) , tem-se 0=4%x(-3)+b ,
de onde vem b=12. :

Portanto, a equagio reduzida da reta tangente a parabola, no ponto de
abcissa —3,é y=4x+12.

Determinemos, agora, a equagdo reduzida da reta tangente a pardbola no
ponto de abcissa 1. :
O declive da reta é —2x1 -2, ou seja, € igual a —4.

Tem-se, assim, que a equagao reduzida da reta é da forma y=—-4x+b .

Como a reta passa no ponto de coordenadas (1,0),tem-se 0=—4x1+b,
de onde vem b=4. ]

Portanto, a equagdo reduzida da reta tangente a pardbola, no ponto de :
abcissa 1,é y=—4x+4 .

y=4x+12 x=-1 i
Tem-se = pelo que as retas intersetam-se no
y=—4x+4 y= ponto de coordenadas (-1, 8) . '

A drea do triangulo de vértices (-3,0) , (-1,8) e (1,0) é igual a

4x8
=16.
5 6

A area da regido delimitada pela parabola e pelo eixo Ox ¢ igual a:

1 3 '3

— R = =& _ 2 =24
f—3( x2—2x+3)dx [ E +3x] 3

Portanto, a drea pedida é 16 — 33—2 = 13—6 .

5. Mostra que a primitiva nula em 0 de uma funcio par definida em 0 é uma
fungao impar.

in Caderno de Apoio, 12.° ano
Resolugao
Seja f uma fungao par de dominio IR .
De acordo com o teorema fundamental do calculo integral, a primitiva y
nula em 0 da fun¢do [ é a fungdo F definida por F(x)= Jox f(t) dt . :
Tem-se, para qualquer x real:

F(—x) = Io_xf(t) dt=— Jlif(t) dt f

Como a func¢do f € par, o seu grafico é simétrico relativamente ao eixo :
das ordenadas, pelo que, para qualquer x real, se tem:

I_if(t) dt = on f(t) dt

(ilustra-se esta igualdade na figura ao lado, para uma fungao f positiva e

v

—x [9) x t

A drea colorida de verde é igual a

area colorida de amarelo.
para x> 0).

...............................................................................................................................................................................

continua p
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) continuacgdo

Portanto,

Flox)= [ “fie) di==[" i) de =~ fit) dt =—F(x)

Como, para qualquer x real, F(—x)=—-F(x) , concluimos que F é uma
fungao impar. :

Outro processo:

Seja F a primitiva nula em 0 de uma fungao f par, definida em R .Tem-se,
para qualquer x real: :

[F(x) + F(=x)] = flx) + (=x)'fl-x) = f{x) - f{-x) = fix) - fix) = 0

Portanto, existe um nimero real ¢ tal que Vx € R, F(x)+ F(-x)=c.

Para x =0, vem:

F(0) + F(-0) = F(0) + F(0)=0+0=0

Portanto, Vx € R, F(x)+ F(—x)=0, pelo que:
Vx €R, F(-x)=—F(x)

Concluimos, assim, que F é uma func¢do impar.

6. Determina a derivada das fung¢oes definidas pelas seguintes expressoes:
0
a) sztg (\3/2) dt
b) jcosx\/1 —f2dt (x € [g n] >
Adaptado de Caderno de Apoio, 12.° ano

Resolucgio

Nogdo de integral a) Tem-se:

[LO tg (\3/;) dt]': [_Jozxtg (\3/;) dt]'=—tg (\3/2_x) (2x)=-2tg (\3/3)
Mais sugestdes de trabalho x

Exercicios propostos n.”* 22 a 31 b) Tem-se:

(pags. 99 a 101).
(I cosxm dt)v

senx

(J) vi—ear+[""Vi-dt)=

<_J.0senx ,—1 - tz dt+ Iocosx ,—1 — tz dZ’)':
=—v1—sen2x (senx) + V1 — cosx (cosx) =
NOTAS =—vcos2x cosx + Vsen2x (—senx) =

* Recorda que \/CT =l .

:—|cosx| COSX — |Senx| senx 2

*k T _
Como x& [2,n]  tem-se =—(—cosx) cosx —senx senx =

cosx<0 e senx>0, pelo que: . =cos2x —sen2x = cos (Zx) :
lcosx| =—cosx e |senx| =senx ettt e it bR AR AR AR R R AR AR E ettt
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p. 80

Conceito de integral

Dado um referencial cartesiano ortonormado e uma fun¢io f continua e
ndo negativa num intervalo [a, b] , di-se o nome de integral de f entre a
e b a medida da drea, na unidade quadrada associada a unidade de compri-
mento desse referencial, da regido do plano delimitada pelas retas de equa-
¢oes x=a e x=0b,peloeixo Ox e pelo grifico da fun¢io.

. b
O integral de [ entre a e b representa-se por I flx) dx .

Monotonia do integral

Sejam [ e g fungdes continuas e ndo negativas num intervalo [a, b] .

Se, para todo o x pertencente a [a, b] , se tem g(x) < f(x) , entdo:

J, st dr < [ i) dx

Teorema fundamental
do calculo integral

Seja f uma funcdo continua e nio negativa num intervalo [a, b] , com
a<b.

Seja F, a funcdo definida em [a, b] por F,(x)= Ixf(t) dt .

Entdo, F, é a primitiva de f que se anula para x=a .

Formula de Barrow

Lbf(x) dx = [F(x)] j: F(b)—F(a) ,sendo F uma primitiva de .

=
)
)

Linearidade do integral

o ["1fx) + g ()] dx= flx) dx+ [ gl dx
o ["kfx)dx=k ["flx)dx (RER)

Convencao

J:f(x) dx = —Lbf(x) dx

Relacao de Chasles

Seja f uma fun¢do continua e ndo negativa num intervalo I .

Entdo, dados quaisquer pontos a, b e ¢ de I,tem-se:

Lbf(x) dx= [ "flx) dx+ Lbf(x) dx

Integral de uma funcao
nao positiva

Dado um referencial cartesiano e uma fun¢do f continua num intervalo
la, b] , tal que Vx € [a, b], f(x) <0, di-se 0 nome de integral de f entre
a e b ao simétrico da drea da regido do plano delimitada pelas retas de
equagdes x =a e x=b,peloeixo Ox e pelo grafico da funcao.

Integral de uma funcao
onde pode ocorrer um

numero finito de mudancas

de sinal

Seja f uma funcdo continua num intervalo [a, b] .
Admitamos que existe uma sequéncia de nimeros reais ¢y, ¢y, ... , Cp11 » COM
a=¢y<c;<...<¢;<cp1=b tal que, em cada intervalo [c,-, c,-+1] ,a fungao

. . : _ b
f nao muda de sinal. Define-se entdo J f(x) dx como a soma:
a

qu(x) dx + ngf(x) dx+...+ Lbf(x) dx

Tem-se que a propriedade da monotonia do integral, o teorema fundamental
do calculo integral, a formula de Barrow, a relagao de Chasles e a linearidade
do integral mantém-se véilidas para este tipo de funcdes.
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Os cinco itens deste grupo sao de escolha multipla. Para cada um deles, escolhe
a Unica opgao correta.

1. Qual das expressoes seguintes define uma primitiva da fungdo definida,
em R, por y=(x+ l)zex ?

3
(A) (x2+ 1)€x (B) (x+ 1)

3 ¢
x3+1

(c) (x2+x)e~ (D) 3

er

2. Em qual das opgodes seguintes podem estar definidas duas primitivas da mesma
funcao, em R*?

(A) y=senx e y=sen (x+1) (B) y=In(x) e y=In(x+1)

(c) y=senx e y=sen (2x) (D) y=In (x) e y=In(2x)

3. Qual das expressoes seguintes da a drea da regiao delimitada pelas pardbo-
las definidas por y=—x2+3x+8 e y=x2—-x+2?

@) [ (2x2-4x-6) dx ) | (-2x2+4x+6) dx

(©) 1_13 (2x2—4x-6) dx (D) .[—13 (=2x2+4x +6) dx

4. Uma sala tem 2,5 metros de altura. Uma corda eldstica esta presa por uma
das suas extremidades ao teto dessa sala e tem uma esfera de pldstico presa
a outra extremidade. A esfera é puxada e, em seguida, é largada, ficando em
movimento vertical, para cima e para baixo. Admite que, # segundos apds
um certo instante inicial, a distincia, em centimetros, do centro da esfera ao
chdo da sala é dada por d(¢) = 116 + 24 cos (2mt), t € [0, + o[ .

Ao longo do seu movimento, para cima e para baixo, qual é a distancia mi-
nima do centro da esfera ao teto da sala?

(A) 0,9 m (8) 1,1 m
(c) ,L3m (p) 1,5 m

5. Lancam-se dois dados equilibrados, com as faces numeradas de 1 a 6.

PROFESSOR Qual é a probabilidade de sair um nimero superior a 4 em apenas um dos
Solucdes dados?
1.(A)
1 7
2.(D) (A) 3 (B) Tg
3.(B)
4.(B) (©) g (D) %
5.(C)
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Grupoll

Na resposta a cada um dos cinco itens deste grupo, apresenta todos os calculos
gue efetuares, explica os raciocinios e justifica as conclusoes.

1. Determina:

3
a) f [e”““(z") (cos2x — sen2 x)] dx b) IM dx, no intervalo ]O, +oo[
X

. Um praticante de parapente paira sobre o mar. Quando se encontra 80 me-
tros acima do mar, dispara um projétil verticalmente, de baixo para cima,
com uma velocidade de 30 m/s. O projétil sobe, atinge uma altura mdxima e
depois cai verticalmente sobre o mar. Naturalmente, o projétil esta perma-
nentemente sujeito a aceleracio da gravidade (aproximadamente 10 m/s2).
Admite que, relativamente ao movimento do projétil, a resisténcia do ar é
desprezavel.

Ao fim de quanto tempo, depois de ter sido disparado, é que o projétil atinge
o mar?

. Determina a drea da regido do plano xOy definida pela condicao:

x20Ax3LyL2x —x2

. Seja F a fun¢do, de dominio IR, definida por F(x) = J;v t2+16 dt .
Calcula F(3)+F'(3)+F"(3).

. As substancias radioativas vao-se desintegrando e perdendo massa, ao longo
do tempo. A massa m1(¢) de uma substancia radioativa, num certo instante ¢,
¢ dada por uma expressio do tipo m(t) =myekt , em que m, € a massa da

substancia no instante inicial e k& é uma constante que depende da substan- PROFESSOR
cia e das unidades usadas para medir tempo e massa (o0 tempo e a massa sao, Solucdes
naturalmente, medidos em unidades adequadas). 1. a)%e‘*sen(zﬁ ccER

Chama-se semivida de uma substancia radioativa ao tempo que a massa
dessa substancia demora a reduzir-se a metade da massa inicial.

O urdnio-235 é uma substancia radioativa que tem uma semivida de
270 mil anos.

b) In x| + Bx+ Bx2+8?xs+c,

cER

2. 8 segundos

3.2
a) Determina a massa de urdnio-235 que permanece numa amostra de 12
1 grama, ap6s 100 mil anos. Apresenta a resposta em miligramas, arre- 4.%
dondada as unidades. Sempre que, em cdlculos intermédios, procederes a
. . .. 5.a) 774 mg
arredondamentos, conserva, no minimo, seis casas decimais. .
b) 897 mil anos

b) Quanto tempo demora uma amostra de 1 grama de urdnio-235 a decom-
por-se, até ficar com 100 miligramas de massa? Apresenta a resposta em
milhares de anos, arredondada as unidades.

Resolugao
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Exercicios propostos

n) sz er—1
m Determina as seguintes primitivas, num inter- x2
valo adequado.

0) P(ex+3+2)

a) P(x4-1)
1
p—~
b) P 1 P) 1-x
9 x3

5 q) Ptg (5x-7)
c) P(x3+2)
/) P CcoSXx

d) P% V2senx +1
x
P tgix
e) PvVx+2 ) cos?x
f) P(senx cosx) t) P(x3\/x4+1)
g) Psen(8x) u) PxvVx2z—1)
h) P cos(Sx) v P (™)
. 1
i) P
3x - 7 W) P(xex2+1)
) Plx—vx)
) X) P(\/;elx\/;)
1
k) Plx——
: (x 2x> In’x
Ly
) Plc+1)°
) P— L
m) P(e* +2x - 3) cos?xy/tgx—1
PROFESSOR f)se;2X+c m) &'+ x2—3x+ ¢ 0 <X2_])3+c
co 3
Soluenes g)—COS(SX) +c n)ex+l+c g
20.Sendo cER: 8 X e
X+3 4 9 X2+
a)f—x+c h)sen5(5x)+c o)e+ ke w)92]+c
p)—In =x+c
2 _ 20V/x
b) -4 _ . (n]3x—7] e2xvx
) 3\/)_(+C i) 3 +e q)_ln|cos(5x—7)|Jrc X 3 e
c)X—7+x‘*+4x+c i)x_2_2\/;+C 5 Y)M_,_C
73 3 3 ? B NV2senx+1+c¢
d)S\/;('?_B\/x—5+9\/;+C k)x_s_ a1, tgt x 2)2\/tgx-1+c¢
8 5 2 3 X 4x G s)——+¢c
4
€ 7
e)2 (x+2) e . (x+1) e /(x4+l)3
3 7 t)i6 +C
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m Determina as seguintes primitivas, num inter-
valo adequado.

a) P [sen (2x) eseﬂzx]
b) P [ex2+4x+3 (x + 2)]

c) P [e5x +x(x2+ 1)4]

ezx
3+e2x

d) P

sen(2x)

e) P———
V1+cos2x

f) P [sen (nx) + cos (2nx)]

g) P [x cos(x2+4)]

3
by pSos’x
) sen“x
. x2+3x-95
i) P—————
) x+1
PROFESSOR e)-2VI+cos’x+c
Solucdes f sen (2nx) — 2cos (nx)
+c
21.Sendo cER: n
sen (2 +4)
a) esenx 4 ¢ g) fﬁ— c
eX +4x+3 e h) 1 - 1
5 3
)e_5x+(x2+l) ienx 3sendx
C 5 10 i)%+2x—7ln|x+l|+c
2X
d) [n(S%)+ c

m Calcula os seguintes integrais.

a) Iz

3dx
Vx+1)

b) I: (x\/x2 + 9) dx
4 e
c) L [x sen (7>] dx
d) I01c052(nx) dx
e) Ionsen%cdx

In(3)
f) Jo e2x dx

e—1 1
g) I0 x+1dx

T
h 2 COS d
) I0 3 +senx X

In(2) 2x
i I ¢ dx

“In(2) —2¥ +9

5
22.a) 2 1
)72 g)

w2 e (3)

c) cosl— cos8 i) In <ﬁ>
| 2 2

d)E

e) 4

3
f) 4
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100

m Determina as areas das regioes delimitadas pe-
las linhas definidas por:

a) y=0 e y=25-x2

b) y=x2 e y=4

c) y=x2 e y=8 —x2

d) y=2x2 e y=5x

e) y=x+1¢e y=7—-x2

f) y=2x—x3, y=x—-x2, x=0¢ x=1
g) y=3 ey=Vx

By v B T T
) y=cosx, y=x 2ex— 2

m Seja f a funcio, de dominio [0,+ oo, definida
por f(x)= on [(2+1)InQt+e)| dt.

Determina a equacdo reduzida da reta tangente ao
grafico da fun¢do f no ponto de abcissa 0.

20 AULA DIGITAL

s Resolugao
Exercicio 24 (resolugéo passo a passo)

E Seja f a fungio, de dominio | 1,+oo [, definida

por f(x)=I1xtft2 dt.

a) Estuda a fung¢ao f quanto a monotonia.

b) Estuda a funcdo f quanto ao sentido das conca-
vidades do seu grafico e quanto a existéncia de
pontos de inflexao.

PROFESSOR g)%
Solucdes . b
2
500
it a)? 24.y=x
b) 22 25.a)f ¢
3 .a) f écrescente em todo
o0 seudominio, isto & em
c) 84 1, +00].
3 b) O graficode f tema
d)]2—5 concavidade voltada para baixo
24 em ]l, 2] e tema concavidade
e)12_5 voltada para cimaem
6 [2, +oof. Ograficode f tem
7 um ponto de inflexdo, cuja
f)— S
12 abcissa é 2.
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m Considera a func¢ao [, de dominio IR, defini-
da por fix)=[ e dt.

a) Mostra que [ é impar.

b) Mostra que [ € limitada, comecando por justi-
ficar que, para t>1,setem e*<e?.

c) Estuda a monotonia de f e o sentido das conca-
vidades do gréfico de f.

d) Determina a equagao reduzida da reta tangente
ao grafico de f no ponto de abcissa 0.

e) Mostra que Vx € R, flx)<x.

f) Esboca o grafico de f.

Adaptado de Caderno de Apoio, 12.° ano

Um ponto material desloca-se na reta numé-
rica. Em cada instante ¢, a aceleragdo a que esta
sujeito é dada, em m/s®, por a(t)=A-6t*, com
A €R".No instante =0, 0 ponto estd a 8 metros
da origem no sentido positivo e a velocidade nesse
instante é nula. Decorrido um segundo, o ponto
desloca-se a velocidade de 30 m/s.

a) Determina os instantes em que a velocidade é
nula.

b) Determina a distancia percorrida pelo ponto
quando decorreram 6 segundos.

26.c) O graficode f tema
concavidade voltada para cima
no intervalo ]—oo,O] etema
concavidade voltada para baixo
nointervalo [0, + 00 F

27.a)t=0¢e t=4
b) 328 m

O ponto de ahcissa 0 é ponto de
inflexdo do grafico de f.

d) y=x
f)



m Se C(x) ¢é o custo de produgdo, em euros,
de x unidades de um certo produto, a fungao defi-
nida por C'(x) designa-se, em economia e finan-
cas, por custo marginal (CMg(x)) .

Determina a varia¢ao do custo de producao quando

o numero de unidades produzidas aumenta de
1000 para 1100, sabendo que o custo marginal de
producdo é dado por CMg(x) = % .

Apresenta o resultado em euros, arredondado as
milésimas.

m Um liquido é colocado a ar-
refecer numa sala em que a tem-
peratura ambiente se mantém
constante. Admite que a tempera-
tura do liquido estd a variar, no
instante #,a taxa —e~%1¢ (°C por

minuto).

Determina a temperatura do liquido 2 minutos de-
pois de ser colocado a arrefecer, sabendo que a tem-
peratura inicial era 95 °C.

Apresenta o resultado arredondado as unidades.

PROFESSOR f é crescente em
Solucdes ] 6 - 2\/5}

-, e em
28.0318€ 3
29.93°C

[6+2\/§
R

30.2)3V3+2+ % ,
2 e é decrescente em

3l.a)fix)=0 <

3

RIEC [6—2\@ 6+2\/§],
ZE

S x=0Vvx=2Vx=4,
f'x)=3x2—12x+8;

fn=0=

<:>X:6—2\/3 VX:5+2\/3;

3 8

f'(x)=6x -12;
f'x) =0 x=2;
o grafico tem a concavidade

voltada para baixo em ]—oo ,2]
e tem a concavidade voltada

m Determina a area da regido delimitada pelos
graficos das fungoes definidas por:

a) flx)=senx+2 e g(x)=1-senx,

entre 0 e &

6
b) flx)=senx+2 e g(x)=cosx+1,

entre 0 e 2.

m Sejam f e g as fungoes definidas por:
flx)=x3-6x2+8x e g(x)=x2-4x

a) Estuda a fun¢do / de modo a poderes represen-
ta-la graficamente.

b) Representa, no mesmo referencial, as fungdes [
e g,nointervalo [0,3].

c) Calcula I; [f(x) —g(x)] dx .
d) Justifica que a drea da regido delimitada pelos
graficos das fungoes f e g,entre 0 e 3, pode ser

dada por:
3
[Cfrdx+ [ gt dx+ [ [fix) - gla)] d
e determina a drea dessa regiao.

e) Compara os valores obtidos em ¢) e d).

para cima em [2, +oo[ ;0 c)ﬁ
ponto de coordenadas (2, 0) é 4
ponto de inflexdo do gréfico. d) 45
b) 4
ya y4¢
f f
3
; O 2) &
g
e) Saoiguais.
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+Exercicios Propostos




1. Introducao aos niimeros
complexos

Girolamo Cardano (1501-1576)

Tartaglia (1499-1557)

NOTA

* Esta formula permite obter uma
solugdo da equacdo x3+px+qg=0

2 3
se <ﬂ> +<B> >0.
2 3

n Utilizando a férmula de Car-
dano, determina uma solucdo
da equagio x3+6x-2=0 .
Apresenta a tua resposta na
forma %—%,sendo aeb
numeros naturais, e confirma
que o resultado que obtiveste é,
efetivamente, solugao da equa-
¢ao.

PROFESSOR
Solucdes

1.Va-V2

104 Tema?7 | Niimeros Complexos

A Introducio histérica

Um dos grandes objetivos da Matemdtica € a resolucao de problemas que surgem
naturalmente, quer no dia a dia, quer na aplicagio da Matematica a outras cién-
cias, como a Fisica, a Quimica, a Biologia e a Economia. Uma vez que muitos
problemas podem ser traduzidos por meio de equagdes, a resolucao de equagoes
mereceu, desde sempre, um lugar de destaque na historia da Matematica.

Um tipo de equacdes que sempre atraiu a aten¢ao dos matematicos foi o das
equagoes polinomiais. Em particular, as equacgdes do primeiro e do segundo grau
sdo trabalhadas desde as primeiras civilizacdes da histéria da humanidade.
A férmula resolvente para as equacdes do segundo grau jd é conhecida desde ha
muito tempo.

Em meados do século xvi, em pleno Renascimento, alguns matematicos italia-
nos, tais como Cardano, del Ferro, Tartaglia e Bombelli, debrucaram-se sobre o
problema de encontrar uma férmula resolvente para as equagdes do terceiro
grau e descobriram uma férmula para as equacdes do terceiro grau do tipo
x3+px+q=0 . Como, através de uma simples mudanga de varidvel, se pode
reduzir qualquer equagdo do terceiro grau a uma deste tipo, estava encontrado
o caminho para a resolu¢ao de qualquer equagao do terceiro grau.

A férmula resolvente para uma equagio do tipo x3+px+g=0 é a seguinte”
(conhecida como férmula de Cardano):

A

Vamos aplicar esta formula a equagio x3—9x—28=0 para obtermos uma

solucio.

Tem-se p=—-9 e q=-28
Portanto, —

=V(=14)’+(=3)’=13.

Vem, entdo, x=\3/14+13 +V14-13=3+1=4.

E facil confirmar que 4 é, efetivamente, solucio da equagio.

De facto, 4°—9x4-28=64-36-28=0.

Uma das equacdes que os matematicos italianos tentaram resolver através da for-
mula de Cardano foi a equacdo x3—15x—-4=0.

Tem-se p=-15 e q=-4.



Portanto,

\3/ \/27173 3 VAN
SIONORESION0 :
AL E) £ 1E) +A - E2— —) +{=) = ® Resolugao
2 2 3 2 2 3 Exercicios de

«Introducdo aos

:\3/2 +m +\3/2 _m ndmeros complexos»

Ora, V—121 é uma expressao sem significado.

Sabemos que, ao aplicar a férmula resolvente de uma equagao do segundo grau,
o aparecimento de uma raiz quadrada de um nimero negativo permite concluir
que a equacdo é impossivel em R .

~ 3 - . . . . .
Mas a equagdo x’ — 15x —4 =0 ndo é impossivel, pois, como facilmente se veri-
fica, 4 € solucao da equagao.

Perante esta situacdo, os matematicos italianos tinham duas opcdes: mandar
para o lixo a férmula que permitia, em muitas situag¢des, obter uma solugio,
e que tinha sido tao dificil de alcancgar, ou ousar trabalhar com expressoes sem
significado como se fossem ntumeros.

3
Optando por esta ultima alternativa, eles concluiram que V2 +Vv—-121 éigual a
2+v-1.

De facto, aplicando a formula do binémio de Newton, tem-se:

3 2 3 RECORDA

(2+v=1) =22 +3x22xV=1+3x2x (V=1) + (vV=1) = 3 s

(a+b) =c®+3cb+3ab’ + b
2

=8+ 12V-1+6x(-1D+(V=1) xvV=1=
=8+12V-1-6+(-1)xV-1=2+11V-1=
=2+V11°x (1) =2+V-121

3
De igual modo se conclui que V2-v-121=2-v-1.

Assim, a aplicagdo da férmula resolvente conduz a:
3 3
V24 V=121 +V2 - V=121 =2+V=1+2-V-1=4

que é, efetivamente, solugdo da equagao.

E portanto possivel utilizar a férmula resolvente (da equagio do terceiro grau)
para encontrar uma solugao da equagdo x3—15x-4=0, desde que se trabalhe
com a expressio V-1 como se fosse um nimero.

Os matematicos italianos chegaram, assim, a uma situagao paradoxal: a formula
resolvente, por eles descoberta, podia conduzir a uma expressao sem significado,
mas isso ndo impedia que a sua aplicagdo permitisse obter uma solugio.

Foi esta situagio que motivou os matemdticos a darem significado a expres-
sdo V-1, a qual passou a ser designada por i (de imaginario).
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Casio fx-CG 20 ...... pag. 183
TI-84 C SE / CE-T.... pag.187
TI-Nspire CX.......... pag. 192

NOTA
Escreve-se —4i, —\/5i e 1 6i
onde, em rigor, deveria escrever-se

(4)i, (=V5)ie 1+(-6)i.

NOTA

*Se a=cAb=d, éimediato que
a+bi=c+di.

Tem-se também:

a+bi=c+di= a-c=(d-b)i=
= (a-0?=—(d-bh)*=

= a-c=0Ad-b=0=

= a=cAb=d
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Foi, assim, criado um novo ntimero: o namero i . Este novo numero é tal que
.2 o~ . . .
i“=-1.Note-se que i ndo é um numero real, pois o quadrado de um namero real

nunca é negativo.

A expressio 2+V-121 , que aparece na aplicacao da férmula resolvente da
equacio do terceiro grau apresentada na pagina anterior, pode ser escrita na forma

2+11i,pois V-121=11V-1=11i.

Surgiram, assim, com toda a naturalidade, expressdes da forma a+bi , com a
e b reais, as quais passaram a ser encaradas como numeros, chamados niimeros
complexos.

Os matematicos italianos da época do Renascimento admitiram, assim, a exis-
téncia de um novo conjunto numérico, o conjunto C dos ndmeros complexos,
com as seguintes carateristicas:

° contém o conjunto dos nimeros reais;

* estao definidas em C duas operagdes, adi¢ao e multiplicacao, que sdo exten-
soes das correspondentes operacoes em IR e que conservam as propriedades
associativa, comutativa e distributiva (da multiplicacdo relativamente a adi-
¢do); 0 continua a ser o elemento neutro da adi¢do e o elemento absorvente da
multiplica¢do; 1 continua a ser o elemento neutro da multiplicagdo;

* existe em C um elemento i tal que ixi=i*=-1.

Deste modo, vao existir, no novo conjunto numérico C, para além dos nimeros
reais:

* os numeros da forma bi,com b real (resultado da multiplicagio de b pelo
novo numero i);

Exemplos: 7i, —4i, —V/5i

* os numeros da forma a+bi,com a e b reais (resultado da adicio de a
com bi);
Exemplos: 2+3i, 1-6i, 3+V2i

Note-se ainda que, de acordo com os pressupostos acima admitidos:
° um numero real a pode ser escrito na forma a + 0i ;

* podemos escrever bi na forma 0 + bi ; em particular, tem-se 1=0+ 17 .

Tem-se, para quaisquer nimeros reais a, b, c e d:
catbizct+die a=cAb=d
c(a+bi)+(c+di)=a+c+bi+di=a+c+(b+d)i

o (a+bi) x (c+di)=ac+adi+ bci+ bdi* = ac — bd + (ad + bc)i



A 0 corpo dos niimeros complexos

Os numeros complexos como pares ordenados
de nimeros reais.
Adicao e multiplicacao de nimeros complexos

Vimos, na introdug¢ao historica, como problemas relacionados com a aplicacdo da
férmula resolvente das equacdes do terceiro grau motivaram o aparecimento de

um novo conjunto numérico, chamado conjunto dos nimeros complexos.

Vamos agora construir esse conjunto de forma rigorosa. Para isso, comecemos por
notar que a expressao a-+bi se pode associar o par ordenado (a, b) , que é um
elemento de IR*. Recordemos que IR* é o conjunto dos pares ordenados (x, y) ,
com x e y numeros reais.

Vamos definir em IR® duas operacdes, + e X, motivadas pelas seguintes igual-
dades, obtidas atris:

c(a+bi)+(c+di)=a+c+(b+d)i
° (a+bi)x(c+di)=ac—bd+ (ad + bc)i

Seja R* o conjunto dos pares ordenados (x,y),com x e y numeros reais.
Define-se em IR* uma operacio de adicdo, +, e uma operacdo de multiplica-
¢do, X, da seguinte forma:

°(a,b)+(c,d)=(a+c,b+d)
* (a,b)x(c,d)=(ac—bd, ad+ bc)

. 2 . ~ z
Ao conjunto IR™, munido destas duas operagdes, di-se o nome de corpo dos
nimeros complexos e representa-se por C .

Estas duas operagdes tém as seguintes propriedades:

° s3o comutativas;

° sa0 associativas;

* a multiplicagdo ¢ distributiva relativamente a adigio;
* (0, 0) é elemento neutro da adicio;

° (1,0) é elemento neutro da multiplicacgdo.

Vamos provar que a operacdo X € comutativa.
Tem-se, para quaisquer (a, b) e (c¢,d) pertencentes a R?

(a,b)x (c,d)=(ac—bd, ad + bc)=(ca—db, cb+da)=(c, d) x (a, b)

Vamos agora provar que a operagao X ¢ associativa.

Tem-se, para quaisquer (a,b), (c,d), (e,f) pertencentesa IR : n
Prova que a operacio + é

[(aa b) X (Cs d)] X (e, f) = (ﬂC —bd, ad + bC) X (e, f) = comutativa e associgtivg e que
_ ((ac—bd)e—(ad+bc)f, (ac—bd)f+(ad+bc)e) _ a operacdo X € distributiva,

relativamente a operagao +.
= (ace — bde — adf - bcf, acf— bdf + ade + bee)
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B Prova que (0, 0) é elemento
neutro da opera¢io + em RR*.

NOTA

* Tal como em IR, define-se 2",
com z€ C e n natural, da seguinte
forma:

ezl=7

ez"=zx..xz,se n>1

n fatores

Prova-se que as regras das potén-
cias se mantém vélidas:

o 7N % zM = zn+m

o 2" x W= (zw)"

zn
o f—=z"m n>m, z#0
Zm
n n
.Z_:(i) w0
w" w

° (Z")m = zm
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(a, b) x [(c, d) x (e, )] b) x (ce—df, cf+de) =

(a,
( ce—df) —b(cf+de), a(cf+de)+b(ce—df))=
(
=

ace —adf—bef—bde, acf+ ade + bece — bdf ) =
ace — bde — adf - bef, acf - bdf + ade + bce)
(e,f)=(a, b) x [(c, d) x (e, f)] .

Portanto, [(a, b) x (¢, d)] x (

Provemos que (1,0) é elemento neutro da operagio X .
Tem-se, para qualquer (a, b) pertencente a R* :
(a,b)x(1,0)=(ax1-bx0, ax0+bx1)=(a,b)

E, dado que a operagio X é comutativa, também se tem (1,0) x (a,b) = (a, b) .

Na introducdo historica, referimos que, de acordo com os pressupostos entao
admitidos, um numero real a poderia ser escrito na forma a + 0i . Na constru-
¢do que estamos a fazer, tal corresponde a identificar o nimero real a com o
par ordenado (a, 0) .

Confirmemos que esta identificagdo é coerente com a forma como se definiu
a adi¢do e a multiplicagio neste novo conjunto.

Tem-se, dados numeros reais a e b, quaisquer:
a+b— (a,0)+(b,0)=(a+b,0) —a+b

ab—s (a,0)x(b,0)=(ab-0x0,ax0+0xb)=(ab,0) — ab

Portanto, faz sentido identificar o nimero complexo (x,0) com o nimero real x .
Escrevemos: (x,0) =

Na introdugao histérica também referimos que, de acordo com os pressupostos

entdo admitidos, o novo numero, i, poderia ser escrito na forma 0 + 1i .

Na constru¢ao que estamos a fazer, tal corresponde a identificar i com o par
ordenado (0,1).

Confirmemos que, de acordo com a forma como se definiu a adi¢ao e a multipli-
~ 2 =
cacioem C,setem i"=—-17.

De facto, #=ixi=(0,1)x (0,1)=(0x0—1x1,0x1+1x0)= (=1, 0)=—
Ao numero complexo i da-se o nome de unidade imaginaria.

Seja agora z = (a, b) um nimero complexo qualquer.
Tem-se:

z=(a,b)=(a, 0)+(0,b)=(a,0)+ (b, 0)x(0,1)=a+ bi
Tem-se também:
a+bi=c+di <= (a,b)=(c,d) = a=cAb=d
Portanto, dado um numero complexo z , existe um tnico numero real a e um
tnico numero real b ,tais que z=a+ bi. A a di-se o nome de parte real de z

e representa-se por Re(z) ea b di-se o nome de parte imaginaria de z e repre-
senta-se por Im(z) .



Uma vez que 0s numeros reais sao os complexos da forma (a, 0) , tem-se que um
numero complexo é real se e s6 se Im(z)=0.

Da-se o nome de imaginario a um nimero complexo ndo real, ou seja, um
numero complexo é imaginario se e s6 se Im(z) # 0 . Por exemplo, 2+ 3i e 5i
sdo exemplos de nimeros imaginarios.

Da-se o nome de imaginario puro a um numero imaginario tal que Re(z)=0.
Portanto, um ntimero imaginario puro ¢ um ntimero da forma bi,com b#0 .

Tem-se ainda que:

e (a+bi))+(c+di)=(a,b)+(c,d)=(a+c,b+d)=a+c+(b+d)i

° (a+bi)x (c+di)=(a, b) x(c,d)=(ac—bd, ad + bc) =ac— bd + (ad + bc)i
° o simétricode a+bi é —(a+bi)=—a+ (-b)i=—a-bi

s (a+bi)—(c+di)=(a+bi)+ (—c+ (—d)i) = (a—c)+(b—d)i

Nota que, tendo em conta as propriedades associativa e comutativa da adigio e
da multiplicacio em C e a propriedade distributiva da multiplicagdo em rela-
¢do a adicdo, podemos também escrever:

e (a+bi)+(c+di)=a+c+bi+di=

=a+c+(b+d)i

o (a+bi)x(c+di)=ac+adi+bci+bdi* =
=ac+adi+bci+bdx(-1)=

=ac—bd+ (ad+bc)i

Concluimos, assim, que podemos adicionar e multiplicar nimeros complexos
., . . . - 2
como se fossem polindmios em i e ter em consideracdo que 7" =-1.

Em resumo:

. . . .. 2
i é a unidade imaginaria, tendo-se i =-1 .

NOTA
* Podemos representar o nimero complexo (a, b) por a+ bi * . * Quando representamos um nime-
ro complexo na forma a + bi, com
* A a da-se o nome de parte real de z e representa-se por Re(z) . a, b€ R, dizemos que o estamos a

representar na forma algébrica.

* A b dé-se o nome de parte imaginaria de z e representa-se por Im(z) .

e Tem-se:

Numeros reais
Numeros complexos ) ) L Puros
Numeros imaginarios -
Nao puros

continua p
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n Indica:

a)Re (=2 + 7i) b)Im (-2 + 7i)
c)Re(3+i)  d)Im(3+1i)
e)Re(-6)  f)Im(-6)

g) Re (i) h) Im (Si)

E De um certo nimero com-
plexo z sabe-se que Re(z)=-7
e Im(z)=8.

Escreve z na forma a+ bi .

ﬂ Dos nimeros complexos a
seguir apresentados, indica
quais sdo os numeros reais,
quais sao os numeros imagina-
rios e, de entre estes, quais sao
0s Imaginarios puros.

2,=2+3i 2,=7i
2,=—12i z,=—1-5i
2,=—6 2,=17i

2,=-9-5i  z,=13

L Casio fx-CG 20...... pag. 183
TI-84 C SE / CE-T.... pag.188
TI-Nspire CX.......... pag. 193

PROFESSOR

Solucdes
4.a)-2 h)7 c)3 d)1
e)-6 f)o g)0 h) 5
5.-7+8i

6. Numeros reais: z; e zg

NUmeros imaginarios: z,, z,, 3, Z,, Zg

NUmeros imaginarios puros: z,, z; e zg
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) continuacdo

* Dado um nimero complexo z=a + bi , tem-se:

oz éreal &= z=a

* z é imagindrio <> z=a+bi (b#0)

e z é imaginario puro < z=bi (b#0)

ou seja,

ez éreal & Im(z)=0

e z € imagindrio < Im(z) #0

* z é imaginario puro <= Re(2)=0 Alm(z)#0

1,

a+bi=c+di<=a=cAb=d (a,b,c,dER)

Podemos adicionar e multiplicar nimeros complexos como se fossem poli-
L. . . - 2
némios em 7, tendo em consideracao que i"=-1.

Define-se z",com z€C e n€IN, da seguinte forma:

gl=z esen>1, "=2zX ... X2
———————
n fatores

As regras das poténcias mantém-se validas em C.

Exercicios resolvidos S :

Preenche a tabela:

z 3+4i 2—i —-5i -7
Re(z)
Im (z)
Resolugdo
z 3+4i 21 -5i -7
Re(z) 3 2 0 -7
Im(z) 4 -1 -5 0

Seja z=2x—-8+(y+2)i (x,y€EIR).

Determina x e y,de modo que z seja:

a) real;

b) imaginario puro.

Resolugao

a)z éreal & Im(z)=0y+2=0&y=-2

b) z € imaginario puro <= Re(z)=0 AIm(z) #0 &
S 2x-8=0Ay£-2x=4ANAy#-2

continua p



) continuacdo

3. Seja z2=7-12i e w=x—-2y+ (3x+ 5y)i (x,y ER)

Determina x e y de modo que z=w .

Resolucgio
x—=2y=7 x=74+2y
ZT=w < ~
3x+5y=-12 3(7+2y)+S5y=—-12
x=7+2)/ x=7+2y x=1
= =
21+6y+5y=-12 11y=-33 y=-3
4. Determina:
Poay g by i )i’

Resolugio
a) i’ =i*Xi=(-1)xi=—i
b)i'=i’xi=(—i)xi=—i"=—(-1)=1

C) i51 :i4><12+3:l»4><12><i3: (14) % (—l) — 112 % (—l) =

5. Determina:
(1+24)° + (4+1) (3 - 5i)

Resolugio

Atendendo as propriedades das operacoes de adigao e multiplicacao

em C,aférmula do binomio de Newton também é valida para nameros |

complexos. Assim:

(1+2i)+ (@ +i)(3-5i)=

=1 +3x 1% (20)+3x1x(21)+(2i)’ +12-20i + 3i - 5i* =
=1+6i+3x4i"+8°+12-17i+5=
=1+6i—12-8i+12-17i+5=6—-19i

Representacdao de um nimero complexo num
referencial ortonormado

Uma vez que um nimero complexo é um par ordenado (a, b) , faz sentido repre-

senta-lo num plano munido de um referencial ortonormado.

Dado um plano munido de um referencial ortonormado direto e sendo a e b
numeros reais, ao ponto M de coordenadas (a, b) di-se o nome de afixo do
numero complexo z=a+ bi .

Neste contexto, esse plano é designado por plano complexo ou plano de
Argand.

Ao eixo das abcissas dd-se o nome de eixo real.

Ao eixo das ordenadas da-se o nome de eixo imaginario.

n Seja z=2x+(3y—35)i eseja
w=y+xi (x,y € R).

Determina x e y de tal modo
que z=w.

De um modo geral, tem-se:
I 1tk =ik com n, k€N I

n Determina:

.76 .103 .265
207 +3i —i

1L Casio fx-CG 20 ...... pag. 184
TI-84 C SE / CE-T.... pag. 188
TI-Nspire CX.......... pag. 193

n Determina:
(-1+4i)(5-2i)— (2-3i)

T Eixo
imaginario
7 o+ Afixo de
‘a+ bi
o a Eixo
real
PROFESSOR
Solucdes
T.x=1ey=2
8.2-4i
9.8+ 34i

lugio aos niimeros pl m



NOTA

Frequentemente vamos cometer o
abuso de usar a designagdo do nu-
mero complexo para identificar o
seu afixo, desde que desta simplifi-
cacdo nao resulte ambiguidade.

Vejamos a que corresponde, do ponto de vista geométrico, a soma de dois nume-
ros complexos.

Sejam z=x+vyi e w=a+bi.

Tem-se, entdo: z=(x,y) e w=(a,b),peloque z+w=(x+a,y+b).

T Eixo
imaginario D% Portanto:
Lo Z : : .
y ; Sendo Z o afixode z e W o afixo de w,adicionar z com w corresponde
. ~ . >
: a aplicar a Z a translagdo associada ao vetor OW .
bt--fopW
6} — — Sendo X o afixode z+w tem-se OX = OZ + OW .
a x Eixo
real

Exercicios resolvidos :

i 1. Representa os seguintes niimeros complexos no plano de Argand.

2, =2+3i 2,==3+i 2, =—6-2i 2,=4-3i
m z2,=5 2, =21 z2,==7 2,=—3i
Na figura estao representa- Resolugio
dos, no plano de Argand, seis .
numeros complexos. : Im (2) JE
-~ .5 zs
.zz Im (2) : z,
kA *
3 2, 25 N
%6 Of 1 Re (z)
Zs | .
O| 1 Rel® *
2, G
.24
.z3

Representa estes seis numeros

, Na figura estido representados, no plano de Argand, dois nameros com- :
complexos na forma a + bi . :

plexos, z, e z,.

Im (2)
§ %
m Na figura estdo representa- o
dos, no plano de Argand, cinco °z
nimeros complexos. >
- : O Re (2)
Im ()T 2
(®) 1 .Zz
w, . i Seja w=z,+%,.
z,
ot Representa o numero complexo w .
O Re (z) Resolucio

Um dos complexos z, , z, ou
z, ¢iguala u+w . Identifica-o.

PROFESSOR
Solucdes
10.2=3+2i; z=—-3+3i; zz=—1-3i;
2,=1=-2i; z5=-2; z5=1.
1.z
12 Tema? | Niimeros Complexos

O afixo de w ¢é a imagem do afixo de z, pela translagdo associada ao :

e
vetor OZ, .




) continuacdo

3. Em cada uma das alineas seguintes esta definida uma condi¢io em C . :
Para cada condi¢ao, representa, no plano de Argand, o conjunto dos :
numeros complexos que a verificam. E

a) Re(z)=2
b) Im(z) > -1

Resolugio

a) Os numeros complexos que verificam a condi¢io Re(z) =2 sdo os i
numeros complexos cuja parte real é igual a 2, ou seja, sdo os numeros
complexos da forma 2 +yi,com yER.

Assim, o conjunto dos nimeros complexos que verificam a condi¢ao
Re(z) =2 € o conjunto dos nimeros complexos da forma (2,y),com
yER. ]

A representagao geométrica deste conjunto de ndmeros complexos € a
reta r representada na figura.

-~

Im (2) 4

b) Os nimeros complexos que verificam a condi¢ao Im(z) >—1 sdo os i

numeros complexos cuja parte imagindria é superior a —1.

Assim, o conjunto dos niimeros complexos que verificam a condigdo :
Im(z) >—1 € o conjunto dos nimeros complexos (x,y),em que x é
um numero real qualquer e y é um namero real maior do que —1.
A representacdo geométrica deste conjunto de nimeros complexos é :

o semiplano aberto representado na figura.

A

Im (zf

m Em cada uma das alineas
seguintes estd definida uma
condi¢ao em C . Para cada con-
dicdo, representa, no plano de
Argand, o conjunto dos niime-
ros complexos que a verificam.

a)Im(z)=2

b)—2<Re(z) <4 A
A1<Im(z)<3

m Na figura estd representado,
no plano de Argand, um qua-
drado que é a imagem geomé-
trica de um conjunto de niime-
ros complexos. Escreve uma
condicao em C que defina esse
conjunto.

Im (2)

Introdugdo aos nlimeros
complexos

PROFESSOR

Solucdes
12.a)

4

h)

Capitulo1 | Intr
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2)) AULA DIGITAL

= Resolugao
Exercicios de «Operar

com ndmeros
complexos»
% Calculadoras graficas
tosed Casio fx-CG 20 ...... pag. 184
TI-84 C SE / CE-T.... pag.188
TI-Nspire CX.......... pag. 193
Im (Z)AL
3 ot
O {4 Re(z)
A o2

Indica o conjugado de cada

um dos seguintes numeros
complexos:
a)l+5: b)2 — 3i
c)—1+: d)—4 - 3i
e)6 f) —5i
PROFESSOR
Solucdes
14.a)1-5i b)2+3i
c)-1-i d)—4+3i
e)6 f) 5i

14 Tema?7 | Niimeros Complexos

2. Operar com numeros
complexos

A Conjugado de um niimero complexo

Seja z=a + bi um namero complexo. Dd-se o nome de conjugado de z ao
numero complexo a — bi. O conjugado de z designa-se por z.

@ ExempLOS

©2+3i=2-3i °4-5i=4+5; ®3;i=-3i

o_ziz%i °§=3 "\/_=— 2

Vejamos a que corresponde, do ponto de vista geométrico, a passagem de um
numero complexo ao seu conjugado.

Seja z=a+bi=(a,b).

Tem-se z=a—-bi=(a,-b).

Portanto, o afixo de z é a imagem do afixo de z pela reflexao de eixo real.

Propriedade 1
Sejam w e z numeros complexos.

Tem-se:

N
+

w=z+w (o conjugado da soma é a soma dos conjugados)
X w

Xw=z (o conjugado do produto é o produto dos conjugados)

a2

z (o conjugado do conjugado de z € o proprio z)

Demonstracao

Sejam z=a+bi e w=c+di.

Tem-se:
cZtw=a+c+(b+d)i=a+c—(b+d)i=

=a+c-bi-di=a-bi+c-di=z7+w

e 2Xw=ac—bd+ (ad+bc)i=ac—bd— (ad+bc)i=
=ac—-bd+(-ad—-bc)i=(a-bi)x(c—di)=zxw

ez=a+bi=a-bi=a+bi=z



Propriedade 2

Seja z um ndmero complexo.

Tem-se: z+z=2Re(z) e z—2=2ilm(z)

Demonstragao

Seja z=a+bi.

Tem-se:
c2+zZ=a+bita+bi=a+bi+a—bi=2a=2Re(z)

cz—z=a+bi—a+bi=a+bi—(a—bi)=2bi=2ilm(z)

Propriedade 3
Seja z um ndmero complexo diferente de 0.

Tem-se:
e z é um ndmero real seesdse z=2.

® z é um numero imaginario puro se e sO se z=-z2 .

Demonstracao

Seja z=a+ bi um numero complexo diferente de 0.
Tem-se:
cz=z¢(>a+bi=a-bi=> b=-b<= b=0< z éreal

cz=—z&at+bi=—(a-bi) &= a+bi=—a+bi>a=-a &

< a=0<> z ¢éimaginario puro

Exercicios resolvidos S :

1. Seja z=3-2i eseja w=3iz+2(z2+2). E D © velor ée

(2+4)(3—i) +3i—2i(5 +i)

Determina w .

Resolugdo
w=3i(3+2i)+2[(3-2i)(3+2i)+(3-2i)] =
=9i+6i°+2(9—6i+6i—4i*+3—2i) =

=9i-6+2(9+4+3-2i)=
=9i—6+2(16-2i)=
=9i-6+32-4i= PROFESSOR

=26 +5i © Solugdes
e 15.12 - 33i
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) continuacdo

2. Seja P o afixo, no plano de Argand, de um nimero complexo z .
. P é um ponto do primeiro quadrante.

Seja R o afixo de z,seja O a origem do referencial e seja O o afixo
do niimero complexo 8. ]

Sabendo que o quadrilitero [OPQR] é um losango de perimetro 20,
determina z . :
Resolugio

A figura abaixo esquematiza a situagdo. O ponto R ¢é a imagem do
ponto P, pela reflexdo de eixo real. 3

Como o quadrilitero [OPOR] € um losango de perimetro 20, tem-se
orP=5. ]

Seja z=x+yi.
Como x= % =4, tem-se, pelo teorema de Pitdgoras, 4°+y2=5, donde
vem y=3.

Portanto, 2 =4+ 3i .

16 [N plano complexo, seja A i 3. Seja z um ndmero complexo ndo nulo tal que:
, .

um ponto do terceiro quadran- ] _— )
te. O ponto A é o afixo de um 3(z+2i) +3z=—6i
nimero complexo z.Seja B o H

afixo de z eseja O a origem
do referencial. Sabe-se que o
triangulo [OAB] é equildtero
e que tem area 4V3 .

Prova que z é um numero imaginario puro.
Resolugio

Tem-se:

Determina z.

3(z+2i) +32=23(z+2i) + 3z=

=§xz+2i+§x§=

=3(z+2i) +3z=

=3(z—2i)+3z=

=32—-6i+3z=

=3(z+2)—6i
PROFESSOR Uma vez que 3(z+2)—6i=—6i,tem-se 3(z+2)=0,donde vem z+2z=0,
Solucdes ou seja, z=—2, pelo que z é um numero imagindrio puro. ]

16.-2V3 2 T ——————"",
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A Médulo de um niimero complexo

Recorda que o médulo de um nimero real a , que se representa por la| , é a
medida da distancia, na reta real, entre a origem e o ponto de abcissa a .

E entdo natural definir médulo de um nimero complexo da forma que a seguir
se apresenta.

Seja z um namero complexo. Da-se o nome de médulo de z, e representa-se
por |zl , 2 medida da distincia, no plano complexo, entre a origem do refe-
rencial e o afixo de z.

@ ExempLOS

e Tem-se |4|=4, pois a distincia do afixo de 4 a origem ¢é igual a 4.

e Tem-se |-3i|=3, pois a distancia do afixo de —3i a origem ¢é igual a 3.

Propriedade 1
Seja z=a + bi um nimero complexo. Tem-se |z| = Va? + b

Demonstragao

Se z=a+ bi,entdo o afixo de z tem coordenadas (a, b) , pelo que a medida
2

da distancia entre a origem e o afixo de z € \/(a -0+ (b-0)
Portanto, |z]=Va*+b*.

@ EexempPLO

[4+3il=V4*+3%=5§

Propriedade 2

Seja z=a+ bi um nimero complexo. Tem-se |z|=0¢z=0.
Demonstragao
Tem-se: |2l=0 =V +b*=0a=0Ab=02z=0
Propriedade 3

Seja z=a+ bi um niimero complexo. Tem-se [z =z| .

Demonstragao

Tem-se: |zl =la+bil =V + b2 =\/a* + (—b)* = la— bil = [2]

Nota: do ponto de vista geométrico, esta propriedade significa que um nimero
complexo e 0 seu conjugado estio a mesma distancia da origem.

].1’1’1 (Z)AL Z
|z
O Re (z)'
Im (z)A
4
— 4
O Re(z)
3
-3i

m Indica o valor de:
a)l-71  b)li c) |-2i|

m Determina:

a) |-5—124
b) [1+/31]
c) [2 -5
2 Casio fx-CG 20 ...... pag. 184
TI-84 C SE / CE-T.... pag.188
TI-Nspire CX.......... pag. 193
Im (2) ol
O Re (Z)'
1zl _
z
PROFESSOR
Solucdes

17.a7  b)l g2
18.a)13  b)2 ¢)V29
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Propriedade 4

. . . 2 -
Seja z=a+ bi um numero complexo. Tem-se |z|"=z%.

Demonstragao
Tem-se:
2z2=(a+bi)(a—-bi)=a*— (bi)’ =a* - b*i*=

2
—d D x (- =a?+ b= (Va2 b)) = |

[z—w]| g
A/ Propriedade 5

Seja A o afixo de um ntimero complexo z e seja B o afixo de um numero
g complexo w . Tem-se AB=|z—-w]|.
)

Demonstragao

Seja z=a+bi eseja w=c+di.
Tem-se:

o z—w=a+bi—(c+di)=a—c+(b-d)i

* A tem coordenadas (a,b) e B tem coordenadas (c,d) .

Vem, entio: AB= \/(a —o)+(b- d)2 =|z—w|

Im )] 2+3i @ ExempLO
N A distancia, no plano de Argand, entre os afixos dos numeros complexos
o| NRe @) 243ie S—ié [2+43i—(5—i)l=|-3+4il=/(-3)>+47=5.
5o
Propriedade 6

Sejam z e w numeros complexos.
Tem-se:
¢ |zw| =lzllwl (0 médulo do produto é igual ao produto dos médulos)

¢ |z+w| <zl +|wl| (0o médulo da soma é menor ou igual 2 soma dos médulos)

Demonstragio

Tem-se:
2wl = (zw)(zw) = (zw) (7 @) = (23) (w0) = |zl |l
Portanto, Iz = 2| | , de onde se conclui que:

2 2 2 2
lzewl =VIzl lwl” =Vl Viwl™ = lzllwl
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Provemos agora que |z+w| <zl +lwl| .

Seja A oafixode z,seja B oafixode w eseja C oafixode z+w. Im (2) C
O ponto C é aimagem do ponto A pela transla¢do associada ao vetor Hé . ;

Tem-se O—C<m+ﬁ,pelo que O—C<m+ﬁ3 ,ouseja, lz+wl <zl +lwl . B
Nota: A desigualdade |z+w| <zl + |w| é conhecida como desigualdade trian- o Re@
gular.

Exercicios resolvidos /s f

{1 Seja z=-3+4i.
Determina (|z] +2§)2.
Resolugao
Tem-se |z|=m=m=5 )
Portanto, (|z|+22) =[5 +2(-3—4i)]’=(-1-8i)*=
=(1+8i)=1+16i+64i*=1+16i—64=—63+16i

2. Sejam z e w dois nimeros complexos ndo nulos. No plano de Argand,

sejam A e B os afixos de z e w, respetivamente. Seja O a origem do ! m Seja z um numero comple-
referencial. xo. Sabe-se que [z|=35 , que

z+z=8 e que o afixo de z
Sabe-se que B pertence a mediatriz de [OA] . pertence ao quarto quadrante.

2 — _ Determina z .
Prova que |z|" =zw+wz . <

Resolugao

Como B pertence a mediatriz de [OA], tem-se OB=AB, ou seja,

lwl =z —wl| .

Tem-se:
lw| =z —w| = lwl|* = |z—w|2 = ww=(z-w)(z—-w) =
S ww=(z-w)(z-w) = ww=3z— 3w —wi+ww —
= 2w+ wz = 2 =zw+wz

3. Seja z um ntmero complexo tal que |z+ 1" +|z—1|°=20. BY Mostra que, para qualquer

Mostra que |z| =3 numero complexo z, se tem:

5 (+i) =)= lz+il
Resolucao
Tem-se:
e+ 1) +lz=1 =+ D+ D)+ (z-1)z-1)=

=z+DE+D+E-1D)E-1)=E+1)E+1D)+(z-1)(z-1)=

=z2z+2+2+1+22-2-2+1=222+2
2T+ +2 Z-2-% 2z PROFESSOR

L Ora, 222+2=20=>227=18 = 2=9 = [s[’'=9 = [s|=3.. . Solugbes
ettt ettt ettt ettt e e ettt a e ettt ae A e s e ettt ee s ettt A et et et s e e A e e e et s s A e st ettt e s st et et s aseeaetetsasasasaeten f 19.4-3i

continua p
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) continuacdo

4. Seja z um ntmero complexo tal que [z/=13 . No plano de Argand,
5 seja A oafixode z eseja B oafixode z. ]

Sabendo que o ponto A estd no primeiro quadrante e que o tridngulo
[AOB] tem perimetro 36, determina z . :

m . . i Resolucdo

Seja z um numero comple- Im ()
xo cujo afixo, no plano de i Afigura ao lado esquematiza a situagio. N A
Argand, é um ponto A situado
no primeiro quadrante. Seja B Sendo z = x + vi . tem-se: 13 H
o afixo de z. B o ) 5 SN

H R H

Sabe-se que |zl=6 e que o x2+12=13 A2y+13+13=36 c(a)
triangulo [OAB] é equilatero.
Determina z . Tem-se: &

x2+y2=13" A2y+13+13=36 <
S 2+y2=13Ay=5x=12Ay=5

Portanto, z=12+ 5i .

i 5. Em cada uma das alineas seguintes estd definida uma condi¢do em C .
: Para cada condi¢do, representa, no plano de Argand, o conjunto dos i
nimeros complexos que a verificam. ]

a) lzl=2

b) |z—(3+2i)|=1

o Ri+zl>1Alz-1+il<3

d) |2 — (3 +2i)|=|z— (1 -2i)|

e) lz—1=2Ali-zl>]z-2-1
Resolucio

a) |zl =2 se e s0 se a distancia do afixo de z a origem do referencial € 2, :
ou seja, se e sO se o afixo de z pertence a circunferéncia de centro na
origem e raio 2.

b) [z = (3+2i)|=1 se e s6 se a distancia do afixo de z ao afixode 3 +2i |
é 1, ou seja, se e so se o afixo de z pertence a circunferéncia de centro
em A(3,2) eraio 1. :

PROFESSOR : i
Solucdes :
21.3V3 +3i S, :

continua p
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) continuacdo

) . : m Em cada uma das alineas
o) Ri+zl>1Alz-1+i<3 &< seguintes esti definida uma
: condigao em C.

S 42 >1AIz-1+il<3 & Para cada uma delas, representa,

no plano de Argand, o conjunto

S - (=2)[>1 A= (1-9)|<3 de pontos correspondente.
Esta condi¢ao traduz que a distancia do afixo de z ao afixo de —2i é a)lz+1/=4
maior do que 1 e a distancia do afixo de z ao afixo de 1 -7 ¢é menor i b)1<l2l<3
do que 3, ou seja, o afixo de z pertence a intersecdo do exterior do c)lz+il>lz—1 ARe(z) <3 A
circulo de centro em A(0,-2) e raio 1 com o interior do circulo de Alm(z) <2
centro em B(1,-1) e raio 3. E
Im(z)“
3 1 Re@):
v B ;
“‘ "’A ,': ",'
d) [z — (3 +2i)| =]z — (1 -2i)| see s6 sea distincia do afixo de z ao afixo |
de 3 +2i éigual a distancia do afixo de z ao afixo de 1 —2i. Esta
condi¢do ¢ equivalente a dizer que o afixo de z ¢é equidistante dos
pontos A(3,2) e B(1,-2), ou seja, o afixo de z pertence a mediatriz
: PROFESSOR
do segmento [AB] . 3
Solucdes
22.a)
Im (2) A
L4 'S
./ . Im (z)
," R 7 \\¥
O T ./ Rl T T T T TIN T
B.' ol 1 Re (z;)
\C 7/
N I
e) lk-1=2Ali-zl>k-2-il = b)
S lz-1=2Alz-il >|z— (2 +i)| Im QT
s l/ N
Entdo, o afixo de z pertence a interse¢do da circunferéncia de centro | /[
em C(1,0) e raio 2 com o semiplano determinado pela mediatriz do T JRee)
segmento cujos extremos sio os pontos A(0, 1) e B(2,1) e que con- : \\ /
tém o ponto B, ou seja, o afixo de z pertence a semicircunferéncia
representada a vermelho na figura. )
c
Im (&} et
L — :
O| Cl1 Relz) >
\ j’(Z) 1 Re (z)
—
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E Determina o inverso de
cada um dos seguintes nume-
ros complexos:

a)i

b) 3i
c)—2i
d)2 + 3i
e)l—i

Casio fx-CG 20 ......
TI-84 C SE / CET....
TI-Nspire CX..........

pag. 184
pag. 189
pag. 193

PROFESSOR

Solucdes
23.a) —i b)——i

1, .
)i d)-=—=
)3 )

1

e)l+—i
2 2

122
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A Inverso de um niimero complexo

Recorda que o inverso de um numero real a diferente de zero é o ntimero real

a' tal que aa'=1.

E entdo natural definir o inverso de um nimero complexo diferente de zero da

forma que a seguir se apresenta.

Seja z um numero complexo diferente de zero. Da-se o nome de inverso de z

ao numero complexo z' tal que zz'=1.

Para esta defini¢io fazer sentido, é preciso garantir a existéncia, para cada

numero complexo z diferente de zero, de um tnico nimero complexo z' tal

que z2'=1.O0ra,

22=1=72(z2)=2x1 = @)= = I 2=z = 7=tz

2

Concluimos assim a seguinte propriedade:

Propriedade

Seja z um numero complexo diferente de zero. O inverso de z existe e €

.. . 1 _
tinico, sendo igual a —z.

|z]

. 1 .
Nota: O inverso de z representa-se por 2 . Tem-se, assim,

@ ExempLO

_ 1

1 ( :
—— = 2+i)=
2—1 |2_,‘|2

V224 (-1)

_1 -
—-=—z.
|z]

1 NE PN
2(2+z)—5(2+z)—5+51

Seja z um namero complexo cujo afixo, no plano de Argand, é um ponto A i

do segundo quadrante que pertence a circunferéncia de centro na origem :

do referencial e raio 1.

Seja B o afixo de % . Sabe-se que AB=1.Determina z .

Resolugao

Como o afixo de z pertence a circunferéncia de centro na origem do

referencial e raio 1, tal significa que a distancia do afixo de z a origem do

1 - -

referencial é igual a 1, pelo que |z| =1 . Portanto, %: —z=zZ.

|zl

continua p



} continuacéo

Vem, entio: . .
7 : m Seja A o afixo, no plano de
AB=1& ‘z—l‘zl S i-z2=1 o 2ilm(z)|=1 < Argand, de um ndmero com-
z plexo z . Sabe-se que o ponto
& 24 % |Im (z)| -1 2|Irn (z)| =1 |Im )| zl A pertence a bissetriz do pri-
meiro quadrante. Seja B o afi-
Como o afixo de z pertence ao segundo quadrante tem-se Im(z)>0, ode L.
1. : z
pelo que Im(z) _— , de onde vem z=a+ 2’ ,com a<0. Determina a area do tridngulo
' [AOB] .
Tem-se, entao:
=1 e /e+l-1e= 2+l <=>a=—ﬁ (pois a <0)
4 4 2
p _ \f 1
ortanto, g=———+ EZ
[ ] [ ] ~ ) 4
A Divisido de niimeros complexos
O conceito de quociente de nimeros complexos, que se apresenta a seguir, gene-
raliza o conceito de quociente de nimeros reais.
Sejam z; e z, numeros complexos, com z, diferente de zero. Da-se o nome
de quociente de z; por 2z, ao numero complexo w tal que z,w =z, .
Para esta definicao fazer sentido, é preciso garantir a existéncia, para cada par
de nimeros complexos z; € z,,com z, diferente de zero, de um tnico ndmero
complexo w tal que zw =z .
Ora,
HLW=2 L (zow) =lz1 = (l@)w i 1 <:> 1w = T 1 <:> w=z— 1
2 2 2 22
Concluimos assim a seguinte propriedade:
Propriedade
Sejam z; e z, nameros complexos, com gz, diferente de zero. O quociente
de z; por z, existe e é unico, sendo igual a zlzl
2
. 2
Nota: O quociente de z; por z, representa-se por z—l .
2
T 21 1 _ 1 — %2
em-s€: —=231— =21 7%= > =T —
2 2 |2, |zo]” 2222
Concluimos, assim, que a forma algébrica do quociente de z; por z, pode ser
obtida multiplicando ambos os termos da fracao pelo conjugado do denominador.
@ ExempLO PROFESSOR
4+2i_(4+20)(1-3) _4-12i+2i+6_10-10i _; _; %
1+3i (1+3)(1 - 31) 1+9 10 24.5
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E Determina:
3+2i
a) ——
2+ 5i
13
5-12:
12
c) 12t
3+4i
(7 +8i)(2 - 51)
5-12:
3 1

+
3-4i 3+4

b)

d)

e)

m Representa, no plano de
Argand, o conjunto dos afixos
dos nimeros complexos z tais

g=1=0
2+1+i
imaginario puro.

que ¢ um namero

2) AULA DIGITAL

= Resolugao
Exercicio 26 (resolugao
passo a passo)

PROFESSOR

Solucdes

25.2)18 _11;

29 29

h)2 +12;
1313

c)—+—i
25 25

4498 , 553,
169 169
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Exercicios resolvidos :

i 1. Considera os nimeros complexos:

z2=—12+2i e w=-5+12i

Determina 2= =3 4 (z +12)(5+ 13i) .

2+ |wl
Resolugdo :
B3 A1) 155 = lwl =52 +122=13
2+ wl

_Z12+42i-(=5+121) -3 +(=1242i+12)(=5—12i+13i) =

—-12+2i+13
_=10-10i 5y 5, 510100 =2) 0. 5
1+2i (1+2)(1=2i)
=_10+20i5_10i_20—10i—2=—6+2i—10i—2=—8—8i

. Representa, no plano de Argand, o conjunto dos afixos dos niimeros com-

plexos z tais que == z; ¢ um numero real. :
in Caderno de Apoio, 12.° ano |

Resolugao .

Seja z=x+yi.

Tem-se:

2¢—i 2(x+yi)—i 2x+2yi—i 2x+(2y-1)i

2+iz 2+i(x+yi) 2+ix+yit  2-y+xi

(2x+(2y-1)i) (2-y-xi)

(2—y+xi)(2-y—xi)
_2x(2-y) 2%+ (2y-1) (2-y)i- (2y-1)xi®

(2-y)* +x2
2x(2-y) + (2y-1)x+ [(2y-1) (2-y) - 2x7] i
B x2+ (Z—y)2
Portanto, 2z _,i ¢ um numero real se e sO se
2+iz

(2y—1)(2-y) -2x2=0 A 22+ (2-y)’ #0
Ora, (2y—1)(2-y)-2x2=0 ¢ 4y-2y2-2+y-2x2=0 &

<:>2x2+2y2—5y=—2<=>x2+y2—%y=—l =

2
S 25 25 S 9
2pa2_ 2y Ll ) 2 _2) -2
Sty 2y+16 1+16<:>x +<y 4> 16
A esta condigio corresponde a circunferéncia de centro (O, %) e raio % .
............................................................................................................................................................... (.:.o.;;é.i.n.;‘.;:.;



Por outro lado, tem-se:

x2+(2—y)2=0<:>x=0/\y=2<:> (x,5)=(0,2)

Portanto, x2+ (2 —y)2 #0&= (x, y) # (O, 2) .

Assim, o conjunto dos afixos dos nimeros Tl o/
q =i 4 2 2
complexos z tais que =>—- é um nimero
2+iz »
real é o conjunto de pontos da circunferén- 114
. 5 .3 . . :
cia de centro (0, = eraio =, a excecao ) i
4 4 0 Re(@ i

do ponto (0,2).

Propriedade

Dados nameros complexos w e z,com z#0 , tem-se:

w . . L. . .
= ll (o modulo do quociente € igual ao quociente dos médulos)

|zl

w

¢ <%> Z% (o conjugado do quociente ¢é igual ao quociente dos conjugados)

Demonstragao
Tem-se:
2 2 zl Izl

cw= <ﬂ><z> = (E) Xz, pelo que (Z) =
4 4 e

SN

Representa, no plano de Argand, o conjunto dos afixos dos numeros com- :

z—1—1

(=1.
z+1+1

plexos z tais que

in Caderno de Apoio, 12.° ano
Resolugdo
Para z#-1—-1i,tem-se:

‘M=1<:>Iz—1—i|=|z+1+il(:>

z+1+1

Caderno de exercicios
@ Operar com niimeros

complexos

Mais sugestdes de trabalho

Exercicios propostos n.’* 52 a 55
(p4g. 158).

S z-A+9)|=z-(1-4)

A esta condigao corresponde a reta r , me-
diatriz do segmento de reta cujos extremos

sdo os afixosde 1+7 ede —1—:.

Capitulo 2 | Operar com niimeros complexos 125



3. Forma trigonométrica
de um niimero complexo

2 AULA DIGITAL

= Resolucao
Exercicios de «Forma
trigonométrica de um
nimero complexo»

NOTA

* A expressao coso +isena pode
ser abreviada escrevendo simples-
mente cis o.

Inl (z)“
l --------- z
2 g
ZS 1 'Y
O \/_? Re (23
2
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A Argumento de um niimero complexo

V31,

Seja z=—-+=1.
cja z=—=+o1

Tem-se |z] =

Como |zl=1, diz-se que z ¢é unitario.
De um modo geral, tem-se:

Um ntimero complexo diz-se unitario se o seu médulo for igual a 1.

Seja z um numero complexo unitdrio. O seu afixo, no plano de Argand, esta
a distdncia 1 da origem do referencial, ou seja, o afixo de z pertence a circunfe-
réncia centrada na origem do referencial e raio 1 (circunferéncia trigonométrica).

Portanto,
z € um numero complexo unitirio <
& o afixo de z pertence a circunferéncia trigonométrica <
< Ja€R: o afixo de z tem coordenadas (cosa, senc) <
< Ja€R: z=(cosa, sena) &
< JouER: z=cosa+(sena)i &
&S JdaE€R: z=cosa+isena

Concluimos, assim, que:

z € um numero complexo unitrio <= Jo. € IR: z=coso +iseno”

Tem-se a seguinte defini¢ao:

Seja z um numero complexo unitario.

A um ntumero real o tal que z=coso+isena dd-se o nome de argumento de 2.

Note-se que o é um argumento de um nimero complexo unitario z se e so se
o for a medida da amplitude, em radianos, de um dngulo generalizado cujo lado
origem € o semieixo positivo Ox e cujo lado extremidade é a semirreta que tem
origem no ponto O e que passa no afixo de z.

3.,1. ~ ~ , .
Por exemplo, s€ =T+El , entao os argumentos de Z Sao0 OS numeros reais

da forma %+2kn,com keEZ.



De um modo geral, tem-se:

Indica:

a) trés argumentos (dois positi-
vos e um negativo) do nume-
rem de 2km, para um certo nimero inteiro k . ro complexo 3

Propriedade

Dados dois argumentos de um mesmo nimero complexo unitario, eles dife-

b) trés argumentos (um positi-
vo e dois negativos) do nu-
mero complexo —1;

° c) a expressao geral dos argu-

‘ ExponeHCIal complexa mentos do nimero comple-
i X0 ﬁ+ﬁi
O nosso objetivo serd atribuir significado a uma expressao do tipo €'“ (expo- 2 2

nencial cujo expoente é um nimero imaginario puro).
Sabemos que, quaisquer que sejam x e y reais, se tem:
ex

efxe’=e" e —=e"?
PR

Vamos definir ¢ de tal forma que estas propriedades se mantenham vilidas.

Comecemos por apresentar uma propriedade.

Propriedade

Dados nimeros complexos unitarios z; =cosa+iseno e 2, =cosP+isenf,
tem-se:

* 2,2, =cos (o.+B) +isen (o + B)

° ﬁ:cos(O{—B)+iS€n(a—B)
22

Demonstracao
Tem-se:
212, =(cosa+isena)(cosP +isenf) =
= cos o cosP+icoso sen P +isena cosP+i*seno senp =
=coso cosP —sena sen P +i(seno cosP +senf cosa) =

= cos (o + B) +isen (o0 + B)

b4 _ _
—1=z1><l=z1><%><z2=z1xlxzz=
2 2 |Z2| 1
=z, X2, =(coso+isena)(cosP —isenf) = PROFESSOR
=cosocosP—icosa sen P +isena cosP —i*sena sen P = Solugoes oes5 3
217. a)%, 7n e —7n (por exemplo)

=coso cosP+sena sen+i(senc cosP —senf cosa) = b)m, -7 e —37 (porexemplo)

T
=cos(o—B) +isen(o— ) 6 +2kn kEZ

Capitulo 3 | Forma tri étrica de um niimero compl 127



Vamos agora definir e .

Seja o um namero real.

Define-se ei* da seguinte forma: ei=coso +isena’.

A expressdo ei* designa-se por exponencial complexa de io .

@ ExempLos

NOTA
“* Tem-se, portanto, e®+1=0 . e¢m=cosm+isent=—1+0/=—1%"
Esta igualdade é considerada uma i% T . T L
das mais belas da Matematica, pois ® e =cosytisensy = 0+1i=i
relaciona cinco nimeros fundamen- 3
tais: 0, 1, e, mei. o 4 3, .. 3m ( n) : ( n)
P e e " =cos=—+isen=—=cos|n—=")+isen|w—=|=
4 4 4 4
m Determina na forma a + bi , =—Cos%+isen%=—§+§i
com a,b ER:
a) e2ni
.3m
2
b) e L. . .
o Vamos ver agora que, de acordo com a defini¢ao de exponencial complexa de ot ,
1= A 1 . . . .
e’ se mantém validas as propriedades do produto e do quociente de exponenciais.
Propriedades
Tem-se:
E eio L 1. eio X eiB = egia+ip 2. et_OL = eia—ip
Prova que e elaaiby eip

Demonstragio 1

Tem-se:
eiox eib=(coso+isena)(cosP+isenp) =
=cos (o + B) +isen (o0 + B) = eile+p) = gi+iB
20 AULA DIGITAL
s Simulador
Geogebra: Forma
trigonomeétrica de ° -4 ° L4
e e A Forma trigonométrica de um niimero
complexo
L Casio fx-CG 20 ...... pag. 184 VS
TI-84 C SE / CE-T.... pag. 189 Consideremos o nimero complexo V3+i. Im (2) o2l
TI-Nspire CX.......... pag.194 e : -
Tem-se |[V3+il=V3+1=V4=2. !
PROFESSOR |
Solucdes | N
28.2)1 Podemos escrever V3 +i= 2(§+%i> = 5 Rew
b)—i x
c)_l+£,- =2<COS%+iSCH%>=2€ ¢,
2 2
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2 "

De um modo geral, dado um complexo z#0 , podemos escrever z=|z|x = . m (2)
|zl " g
Como =% éum nimero complexo unitario | pois ‘i‘ = u =1],existe a €R
Izl l2l| Izl ‘
tal que ﬁ =coso +iseno = e, Portanto, z=z| X ﬁ =|zleio, ou seja, qualquer o Re (2)
2z z
ntimero complexo z#0 pode ser escrito na forma z=rw ,sendo rER" e 1 o]

. z=1zle™
lw| = 1 . Provemos que esta decomposi¢ao € tnica. De facto, se z=rw , com

r€IR", e sendo w um complexo unitirio, tem-se |z = |rwl| = |rllwl=rx1=7r.

Portanto, z=|zlw e, dado que z=lzlx%, resulta que w=-=-=eio QJl Re (z

|zl P
Concluimos, assim, que podemos escrever qualquer numero complexo z#0 na

forma |zlei® em que:
* |z| é a medida da distancia entre a origem e o afixo de z;

* oo é a medida da amplitude (em radianos) de um angulo generalizado cujo
lado origem é o semieixo positivo das abcissas e cujo lado extremidade é a
semirreta que tem origem no ponto O e que passa no afixo de z.

Quando escrevemos um niimero complexo z na forma [z|ei* , diz-se que o
estamos a escrever na forma trigonométrica ou forma polar, e diz-se que o é
um argumento de 2.

@ ExempLOS

®3=3¢l
A distancia do afixo do nimero complexo 3 a origem do referencial € igual Im (2]
a 3, pelo que o modulo deste complexo é 3. O referido afixo pertence a 3,
L. . L O| 1 Re(z)
parte positiva do eixo real, pelo que 0 é um argumento deste complexo.
L
°2i=2¢?
A distancia do afixo do nimero complexo 2i a origem do referencial é ]
igual a 2, pelo que 0 mddulo deste complexo € 2. O referido afixo pertence 2i %
a parte positiva do eixo imaginario, pelo que 5 € um argumento deste = '\1 =
€ (g
complexo.
o —4=4enn
A distancia do afixo do nimero complexo —4 a origem do referencial é e
igual a 4, pelo que 0 médulo deste complexo é 4. O referido afixo pertence m
a parte negativa do eixo real, pelo que T é um argumento deste complexo. — ol el »
€]
.3m <
. a
o —2i=2e¢
A distancia do afixo do nimero complexo —2i a origem do referencial é (] 37
igual a 2, pelo que o médulo deste complexo é 2. O referido afixo pertence . {
N . . . .. 3t . 1 Re(z)
a parte negativa do eixo imagindrio, pelo que =~ € um argumento deste o
—21
complexo.

3n

«-2+2i=v8e *
O médulo de -2 +2i é V (-2)*+2>=/8 . O afixo do nimero complexo

—2 + 2i pertence a bissetriz do segundo quadrante, pelo que ST ar-

4

gumento deste complexo.
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m Escreve na forma trigono-
métrica:

a) — 61

b) 7

c) 9i

d)-12

e) V2 -V2i
f) S-S5

m Escreve na forma a + bi :

a) 10 2™

K

b)Se?

n
c)V12e ©

COS(X,:i sen ol =
lz] 2]

PROFESSOR
Solucdes

i
30.a)6¢ > b) 7 ei0
c)gJ

5n

e)2e *

d)12ein

I
fv50e ¢
31.a)10 b) 5i

¢)-3-V3i
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Reciprocamente, vejamos alguns exemplos de como obter na forma x + yi um

numero complexo escrito na forma trigonométrica.

@ ExempLOS

. \/zei%=\/§<cos%+isen%> =\/Z<ﬁ

2

.Sm
e 4e ¢ =4<cos%+isen%) =4 (——3+

2

e 3eim=3(cosm+isenm)=3(-1+0i)=-3

Neste tltimo caso, também poderiamos ter raciocinado da seguinte forma:
como T é um argumento do complexo, o afixo estd na parte negativa do
eixo real. Como a distancia deste afixo a origem é 3, trata-se do ntimero —3.

Propriedade

+ﬁz’)=1+i

2
%i) =-2V3+2i

Seja z=a+ bi um numero complexo nao nulo.

Tem-se que o é um argumento de z se e so se:

a b
coso = ASseno=———
2. ;2 S22
a +b a+b
Nesse caso, se a # 0 , tem-se tgazé.
a

Demonstragio

Seja z=a+ bi um ntimero complexo e seja [z]| e a forma trigonométrica de z .

Tem-se:

a+bi=|zleic < a+bi=|z|(coso+isena) <

S a+bi=lzlcosa+ilzlseno < a=|zlcosau A b=|zlseno <

<:>cosa=i/\sen0c=£<:>
|zl |zl
&< coso = Aseno =

_a
Va2 + b

b
Va2 + b

Portanto, oo é um argumento de z=a+ bi se e so se:

a b
COSOl=————— A seno = ————
2 2
Vat+b Vat+b
Nesse caso, se a#0 , tem-se:
b

tg o
& coso

./ 2
_seno._ Va*+b b
a

“a

Va2 +b*



Exercicio resolvido S :

Escreve os seguintes nimeros complexos na forma trigonométrica:
a) —2+V12i b)—V3—i
c) 4-vV48i d)3+7i

Resolugdo

a) Tem-se |-2+V12il=vV4+12=4.
Seja o um argumento de —2 +V12i.

V12 2V3
=-==-Vs.

Tem-se tgo=—>—=
em-se tgoL=—"—>

Como o afixo de —2+V12i estd no segundo quadrante, um valor
2n 3
3
2n

Portanto, —2 +\/12i=4el 3

para o € T—=,ou seja,

&
3 3

b) Tem-se |—\/§—i|:v3+1=2.

Seja o um argumento de —V/3 —i .

e tga__:L_ ﬁ | niétl;iiscc::eve na forma trigono
-V3 V33 a)1+V3i
Como o afixo de —V3 —i estd no terceiro quadrante, um valor b)—V12 - 2i
para o é Tc+6,ouseja,%n. c)-V18 +V6i
I d)—2+5i

Portanto, —V3 —i=2e ° .

¢) Tem-se |4 —V48i=v16+48=8.
Seja o um argumento de 4 —V48i.
—\/48 4\/_ V3.

T - == —
em-se tgo 7

Como o afixo de 4 —+V48i estd no quarto quadrante, um valor para o
, T H
¢ -3 .
Portanto, 4 —V48i=8¢ °

d) Tem-se |3+7i=vV9+49=+/58.

PROFESSOR
Seja oo um argumento de 3 + 7i. Soluces
Tem-se tgo= % . 2.2 e,%
Como o afixo de 3 + 7i estd no primeiro quadrante, um valor para o b) 48'%
é arctg% . o c)\/ﬁei%

farctg 3

Portanto, 3+7i=V58e
et s e st st e e a et A AR a AR s AR e A A ba A A e A bbbttt s st ean d)\/2_9e

()
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A 1gualdade de niimeros complexos na forma
trigonométrica

Se dois numeros complexos ndo nulos sdo iguais, entdo tém necessariamente

o0 mesmo mddulo. Ja os seus argumentos podem diferir de um multiplo inteiro
de 2m.

Reciprocamente, dados dois nimeros complexos nao nulos, se ttm o mesmo
modulo e os seus argumentos diferem de um multiplo inteiro de 2w, entdo sdao
necessariamente iguais.

NOTA Vejamos porqué.

p éuma letra grega, que se & «ré». Se dois numeros complexos ndo nulos tém o mesmo moédulo p , os afixos de
ambos pertencem a circunferéncia de centro na origem do referencial e raio p .
Se os argumentos desses complexos diferem de um multiplo inteiro de 27w , os
afixos de ambos pertencem a uma mesma semirreta com origem na origem do

Im (2)

referencial.

P : L o

R Portanto, os afixos dos dois nimeros complexos coincidem com o ponto de
L

QJ Re (z intersecao da semirreta com a circunferéncia.

Como os dois niimeros complexos tém o mesmo afixo, sio necessariamente iguais.

Portanto, sendo p;,p, €ER" e 0,,0, €ER, tem-se:
pre®=p,e% <& p,=p, A0, —0,=2kn (para um certo inteiro k)

ou seja,

plei91=pzeiez<:>plzpz/\el=92+2kn,kez

@ ExemrLO

-17n
1

1/m iX
3¢ * =3e*, pois %—%=4n=2><2n

Determina 7 €IR" e 8 € [2r, 4n1] tais que re®=-2-2i.

Resolugio
St

2l

Tem-se —2—2i=V8e * .De facto, |-2—2il=V2*+2*=8 e, no plano

33] Determina pE R ¢ de Argand, o afixo de —2 —2i pertence a bissetriz do terceiro quadrante,
o € [6m, 87| tais que: : :

peid:l—\/gi

St p
pelo que 4 € umargumento deste numero complexo.

Vem, entao:
.51

re"9=\/§e17<=>r=\/§/\9=%+2kn,k€Z

PROFESSOR Como 6 € [2m, 47| , vem 6 =% (valor que se obtém para k=1).

Solugdes Portanto, r=V8 e 6=—13n .

33.p:2e0c:23Tn 4

132 Tema? | Niimeros Complexos



A Argumento principal de um niimero
complexo

Dado um nimero complexo ndo nulo e dado um intervalo da forma Ja, a +2n] ,
existe apenas um argumento desse complexo que pertence a esse intervalo, uma
vez que dois argumentos diferentes de um mesmo nimero complexo diferem de
um multiplo inteiro de 2m.

Por exemplo, existe um s6 argumento de 1—i que pertence ao intervalo |-, ],
., T
argumento esse que é —=" .

4

Tem-se a seguinte defini¢do:

Dado um nimero complexo z#0 , chama-se argumento principal de z ao
argumento de z que pertence ao intervalo |-m, 7] .

Designa-se por Arg(z) o argumento principal de z.

@ ExempLOS

o Arg(3+3i) =L . Arg(2i) =T o Arg(~1+i)=3"
8 4 2 1
e Arg(5)=0 ° Arg(—6)=m 0Arg(—2—2i)=—3—n
& 4
o Arg(—4i)=—§ e Arg (v3-1) =—%

Exercicios resolvidos /S f

1. Representa, no plano de Argand, a regido do plano definida pela condi¢ao: :
: 1<z2<9A—§<Arg(z)<% :
Resolugao
Tem-se 1<22<9> 1<l’<9 & 1<ll<3.

Assim, esta condigdo € satisfeita por todos os nimeros complexos cujo
modulo estd entre 1 e 3. ]

Tem-se que a condicio —% <Arg(z) <% é satisfeita por todos os niime- :
, . . T T
ros complexos cujo argumento principal estd entre 5 e

Portanto, a condi¢io 1<z2z2<9 A —g <Arg(2) <% corresponde a regiao

colorida representada na figura seguinte.

continua p

m Indica o valor de:

a) Arg (3 + \/_3_1)

b) Arg (—1)

c) Arg(-1)

d)Arg (-2 -Vv12)

= Casio fx-CG 20 ...... pag. 185
TI-84 C SE / CE-T.... pag. 189
TI-Nspire CX.......... pag. 194

E A condicio
2<z+2<6/\0<Arg(z)<%

define um quadrildtero, no pla-
no de Argand.

Qual é a drea desse quadrilatero?

PROFESSOR
Solucdes
34.a) " b)-X

6 2

YA

c)n d)—=—
) ) 3
35.4
étrica de um niimero compl 133
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) continuacdo

2. Representa, no plano de Argand, a regido do plano definida pela condicio:

20 AULA DIGITAL

1 T
-={<2A0<A -1)<=
s Simulador ‘z 2 0<Arg(z~1) 4

Geogebra: in Caderno de Apoio, 12.° ano |
Circunferéncias e 3 :
circulos 3
Geogebra: Mediatrizes Resolucdo m @]
e semiplanos : . dic 1 q ) ' 12 ~.\
Geogebra: Angulos e A condigao =3 <2 corresponde o interior ] b ‘
semirretas do circulo de centro em (%, 0) e raio 2. ol 1 Rez)
A condi¢io 0<Arg(z) <% € satisfeita por todos
os numeros complexos cujo argumento princi- s <
pal é maior ou igual a 0 e é inferior a % .
Portanto, a esta condigdo corresponde a regido 5 "1 o
representada na figura ao lado.
Assim, a condicio 0<Arg(z—1)< T corres- Im (2]
Ed A condigdo ponde a regido que resulta da anterior pela
0<Arg(z—1-1) <§n ARe(®) <3 translacdo associada ao vetor de coordenadas ol 1 Re@
! . : 1,0) .
define uma regiao, no plano de i, )
Argand. H
Qual é a drea dessa regido? Portanto, a condi¢ao ]
‘z—% <2/\0<Arg(z—l)<% b
. ‘ Ol 1 ! Re(@
corresponde a regido representada na figura ao
lado, com cor mais escura.
i 3. A condicio Arg(z) =34—n A 2<Im(z)<4 define um segmento de reta,
: no plano de Argand. Qual é o seu comprimento? '
Resolugio
A condi¢io Arg (z)=% € satisfeita por todos os nimeros complexos
. .. L. 3r . ,
cujo argumento principal € igual a ik Os afixos destes numeros com-
plexos definem a bissetriz do segundo quadrante.
Im (2) A condi¢io 2<Im(z)<4 é satisfeita por todos os nimeros complexos :
B : . . , ) . :
cuja parte imagindria estd compreendida entre 2 e 4. Os afixos destes :
\ nameros complexos definem a regido do plano compreendida entre as
A retas de equagbes y=2 e y=4.
Ol 1 Re@) Assim, a condi¢io Arg(z)=34—Jt A 2<Im(zx) <4 define o segmento de :
reta cujos extremos sio os pontos A (—2,2) e B(-4,4) .
PROFESSOR 5
Solugdes O seu comprimento é V2%>+2>=v8=2V2 .

36.2V3 T _——
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4 Operacdoes com niimeros complexos
na forma trigonométrica

Simétrico de um niimero complexo

Comecemos por observar que, dado um nimero complexo z, o seu simétrico,
-z, tem 0 mesmo mddulo, isto é, tem-se que |-zl =z| .

De facto, sendo z=a+ bi , tem-se —z=—a— bi, pelo que:

-2l =V (=a) + (b)Y =Va2+ b> = ¢

Tal como se ilustra na figura ao lado, se o é um +

g 5 Im (2)
argumento de z,entdio m+o é um argumento [ z
de — z T+ p |

' (Dete
Tem-se, portanto, ! o Re (2)
| P
. - ]
-pe=p ei(n+a)

@ ExempLOS

Al i(n+ 2 o
e _De 4:26( 4)=Ze 4
. 5 .
,_1e’5§_1e’(“+—>_1e’%_1e%—“
q 1 1 1

6n 1lm
T+ 5

;61 i(n+8 Al it
e -2V7e 5=z\f7e( )=2\F7e S =2vV7e?

Conjugado de um nimero complexo

Ja vimos que, dado um ndmero complexo z, o seu conjugado, z, tem 0 mesmo
médulo, isto é, tem-se que |z|=z] .

m Escreve na forma pei®, com

p>0 e 6E]-m, x|, os seguin-

Tal como se ilustra na figura ao lado, se o é um Im T tes nimeros complexos:
argumento de z,entdo —o. é um argumentode 2. | z ; 261‘%
P : a)—
Tem-se, portanto, a R il
o - Re (2) b)—e
pei(x:pei(—(l) ,,,,, PN ; z ud
c)2e’
@ ExempLOS d)e
,‘E i —uJ ,'E
°3e4=3e<4)= e
PROFESSOR
.51 Y LT ~
Oy ey i3 Solucdes
°\/§e3=\/§e< 3>=\/§e3 ‘<4n> .
il —— i=
5
ST i(_ll_n) on 37.a)2e b)e '
W6 0_6 0/)_6 "0 [ 4n
5¢  75°¢ -s5¢ (%)
c)2e de’
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2) AULA DIGITAL

a Simulador
Geogebra: Multiplicagao
de complexos na forma
trigonométrica

m Efetua as operacoes indica-
das e apresenta o resultado na

forma a+ bi .
P iﬂ
a)d4e’x6e’

X ;3n
b)—3e *xVv2e ®

PROFESSOR

Solucdes
38.a)—24+0i

b)—3+3i
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Multiplicacao de nimeros complexos
Sejam z;=p;e’% e z,=p,e’® numeros complexos.

Tem-se z1z,=(p1e®) (pre’®) =p pre®e®=(pyp,)eil®:+0)

Portanto,
(p16) (p26%) = (p1pz) 1099
@ ExempPLO
2636 o 2x)e T L6, B

Vejamos a que corresponde, do ponto de vista geométrico, a multiplicagao de
numeros complexos.

Seja z um ntimero complexo nio nulo. Como vimos, multiplicamos ¢® por z
adicionando 6 ao argumento de z .Portanto, o afixo de ¢'®z é a imagem do
afixo de z pela rotacdo de centro na origem e amplitude 6 .

Por outro lado, ao multiplicarmos um nimero complexo z por um nimero real
positivo p , estamos a multiplicar por p o seu moédulo, mantendo o seu argumento.

Tem-se, assim, que:

O afixo de pe®z (p>0) é aimagem do afixo de z pela rotagio de centro na
origem e amplitude 6 , composta com a homotetia de centro na origem e
razao p .

EXEMPLO

Seja z o complexo cujo afixo Z estd representado  fm ()
na figura ao lado. 7

o
3
&

Seja w=2e’z e seja W o afixo de w.

W € a imagem de Z pela rotagdo de centro na

: . T .
origem e amplitude 3 » composta com a homotetia

de centro na origem e razao 2.

NE

o
3
®

Como caso particular importante, destaque-se o facto de o produto de um

numero complexo por i corresponder a uma rotagio de centro na origem do
-TU
. . T .. )
referencial e amplitude 5 \pois i=e



Exercicios resolvidos S

1. Seja z o numero complexo cujo afixo Z estd representado na figura.

Im (2)

1

I

(0]

1 Re(x)

Z

Determina geometricamente o afixo Z' de cada um dos nimeros comple- :

X0s seguintes:
a) z+1+2i

c) -2

e)iz+$

Resolugdo

a) Translagcdo associada ao vetor
OW (sendo W o afixo de
1+2i).

Im )| W
1 Z
ol 1 / Re (z)
Z

c) Reflexdo em relagio ao eixo
real, composta com reflexao em
relagdo a origem.

Im ()

01 Re ()

>—

e) Rotacdo de centro na origem e
. T
amplitude 5 » composta com

translacao.
m@] i [z
T
. i
1 \? R
o™ Re(2)
z

b) iz
d) 3z

f) iz

b) Rotacao de centro na origem e i
° T :
amplitude =

>
@] Z'
1 2
1
O[™~_] Re(x)
Z

d) Homotetia de centro na origem |

e razao 3.
Im (2)
]{ A
? Re (z)
N Z

f) Reflexio em relacio ao eixo

real, composta com rotagao de
T
5

centro na origem e amplitude

continua p

2) AULA DIGITAL

s Simulador
Geogebra: Rotagoes,
translacdes e
homotetias

NOTA

Tal como ja referimos, optamos, por
vezes, por utilizar a designacédo do
nimero complexo para designar o
seu afixo.
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) continuacdo

| 2. Seja z=3+i.

Efetua geometricamente o produto de 1+ 2i por z.

Resolucgido

Seja Z o afixo de z.
Tem-se (1+2i)z=2z+2iz.

O afixo de 2iz, Z',é aimagem de Z pela rotacio de centro na origem e :

° T . . ~ 9
amplitude =, composta com a homotetia de centro na origem e razao 2.

O afixo de z+2iz, W, é aimagem do afixo de 2iz pela translagio

E . associada ao vetor OZ .
Efetua geometricamente o

produto (4 +3:)(2 - 5i) e con- .

firma analiticamente o resultado Im (2) /,.W
obtido. ] -,
7'\ OZ
Sl
2
. Z
Ol 1 Re()

Da figura, parece poder concluir-se que (1+2i)z=1+7i.

De facto, (1+21)(3+41)=3+i+6i+2*=1+7i.

P —— 3

Divisao de nimeros complexos

- Sejam z,=p,e® e z,=p,e® ndmeros complexos.
m Efetua as operacdes indica- ) 1=P 2=P2 P

das e apresenta o resultado na
forma a+bi.
o Tem-se:
8 8 i0 .
: z et i0 _
3)46 8@ _1=p1 . =& _e.l=&><et(91*92)
S22 B P2 py e py

Portanto,

00
T Calculadoras grificas P1 - Z&Xei(el—ez)
e Casio fx-CG20...... pag. 185 pae™ Py
TI-84 C SE / CE-T.... pag. 189

TI-Nspire CX.......... pag. 194

PROFESSOR ] ool

Solucdes T (n n)
; 2 i iz

39.23 - 14i 6eAn_gXe 23/ _9,'6

40.a) 0+ 4i 3615

b)2 +2V/3i
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12 eic
~1+V3i

Determina o valor de o pertencente ao intervalo ]0,n[ de tal modo que :

1. Seja z= eseja w=ex,

Zw seja imaginario puro.

Resolugao

e _ pe_ . *“%Q,pdoquez=6ei?“ﬁ

Tem-se z= = e .
~1+V3i _ &
2e

de onde vem que zw=6e

Para que zw seja imagindario puro, tem de se ter: 41 Determina

%+a=§+kn,kez p>0 ¢ 6€]-m, ]
: 1+i_
peie

de tal forma que 2i.

21 _I __T
Ora, 3+oc—2+len<:>oc— 6+/en.
Sn

Como se pretende o € |0, n[ , vem 0c=—%+n=? .

1+itg6
1-itg®’

com 0 € [n,3—n[.

2. Seja z= E

Determina 6 de tal modo que z==+

N —
o

Resolugio

Tem-se:

. 1_H.sene cosO +isen6
1+lt89= cosf _ cos 0 _
1-itg0 1_;5en8 cos®—isen6

cos 0 cos0

_cosO+isen® _ cosO+isenO

~cos®—isen® cos(—0)+isen(—0) Determina

pER " ABE [o,g]

6
=7 _ oo

T 6

de tal forma que
(pei®) (-V3+i)=-2

-
3. . 3
Por outro lado, tem-se que %—i— 5 i= cos% + zsen% =’

Vem, entao:

g

32i9=el§<:>29=§+2k7t,kez <:>6=g+kn,k€Z

PROFESSOR
Solucdes
Como 6 € [n,3—n , tem-se 9:£+n=ﬁ. 41.p=ﬁ;9:——
6 6 : 9 4
T
42.p=1;0=—
............................................................................................................................................................................. E P 6
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Potenciacao

20 AULA DIGITAL Tem-se a seguinte propriedade:

= Simulador
Geogebra: Poténcias

em C Propriedade

Tem-se, para qualquer 6 € R e para qualquer 7 €IN:
(p eie)” =p’ein®

Demonstragio

Provaremos esta propriedade por indugio.

N | 1 . . .
Para n=1,vem (pei®) =p'e1x6 o que é verdade, pois:

(peie)l =peif=p'eixixo
Vejamos agora a hereditariedade.
Hipétese de inducio: (p e"e)n =p"eind
Tese de indugdo: (p ei")n+l =prtlein+1)6
Demonstragao:

(p eie)”+1 = (p eie)" (p eie) = (p” eme) (p eie) = (p”p) (ein® git) = pr+leitn+1)6
hipédtese

. . n . .
Note-se que, em particular, se tem (i) =ei”® , ou seja:

(cosO +isen®)” = cos (10) + isen (120) (formula de De Moivre)

Exercicios resolvidos S :

i(1+v3i)°

i 1. Apresenta na forma x+yi o nimero complexo

10
—1+;
Resolugdo 9
Tem-se:
X 5 ;3n
i=e 2, 1+V3i=2e > e —1+i=V2e *
m Determina Portanto, 4
<1£>5 4 i5< i5> iL Fan i(£+4—“>
8V2i\e 2 L i(1+v3i) _e2\2e?) _ex16e’ _16e 2 3 _
(1+i) (-1+9)"° 3\ 10 o 15m
§ = 7/ 4 5 2
apresentando a resposta na for- ] (\/Ze 4) e 2
ma x+Yyi. 1in
== (1ix_15 (17 (17 :
_16e ° :ge’(T’“T"):E ’(_Tn>:le’(_7n+6“>:le’§:
s B 32 32 2 2
H 2e
PROFESSOR 2 1(cosEaisent) L (1, 3,) 1, V3,
Solucdes ) 3 3/ 2\2 2 4 4
43.2V/3+2i e

continua p
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) continuacdo

3. Dado a€R, considera um numero complexo z , ndo nulo, tal que :

i 2. Apresenta na forma trigonométrica o nimero complexo:

- 13
<e 13) +Q2+i) -10i
—V2i

Resolucgio

13
T
<e 13) + Q41 =10 _eim+23+3x2>xi+3x2 x>+~ 10i _

-V2i -V2i
_—1+8+12i-6-i-10i_ 1+i _
-V2i -V2i
_ V2e'* =e’%n
T

Z+l=2COSOL.
z

Mostra que Vn €N, z” +%= 2cos (nay) . :
in Caderno de Apoio, 12.° ano

Resolucgio :
Como z#0,tem-se:
z+%:2cosoc<:>z2+1 =2zcos0 <<

& z2-2zcoso=—-1<=

& z2-2zcoso+cos2o=—1+cos2a <

& (z-cosa)’ =—sen?a & (z—cosa)’ =i2sen2 o, <

p=— (z—cosoc)z—(isenoc)z=0 =

< (z—cosa—isena) (z—cosa+isena) =0 &
& z—cosa—iseno=0V z—cosa+isenc=0 <
&< z=coso+iseno V Z=cos0 —iseno &

< z=coso+isena V z=cos(—a) +isen(—a) &
(:}zzeioc\/zze—iu

Para z=e tem-se:

.\ 5
zn + l — (ezoz) + 1 — — emO( + 1
Zn ei(l etna

= gind. 4 p—in0 =

=cos (na) + isen (na) + cos (—na) + isen (—no) =

= cos (na) + isen (na) + cos (na) — isen (no) = 2 cos (nay)

De modo andlogo, se verifica que, para z=e-®, também se tem:

ssd Determina

pER"ABE [o,g]

de tal forma que:

(pe®) (1+36) =
=—4V2-4V2i
Ji Cal(_:uladoras graﬁcas’
lowed Casio fx-CG 20...... pag. 185
TI-84 C SE / CE-T.... pag.190
TI-Nspire CX.......... pag. 194
NOTA

Atendendo as propriedades das
operagdes em C, também se tem,
em C:

c(z+w)?2=22+ 22w+ w?
22— wWP=(z-w)(z+wW)

E Verifica que, se z=e¢ =%,

entao:
"+ % =2 cos (no)
PROFESSOR

Solucdes
11

44 p=2, 6=—
. 24

Caderno de exercicios
Forma trigonométrica de um

nimero complexo

Mais sugestoes de trabalho

Exercicios propostos n.”* 56 a 84
(pags. 158 a 161).
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4. Raizes de um numero complexo

A Raizes de um niimero complexo

Recorda que, em R, se diz que 3 € a raiz quadrada de 9 e que —2 € a raiz
cubica de - 8.

De facto,
* 3 é a raiz quadrada de 9, pois 3>0 e 3*=9;

* —2 ¢ a raiz cubica de — 8, pois (-2)°=-38.

) - Em C,tem-se (1+2i)°=-11-2i".
Calculos auxiliares
“(1+20)°= Vamos dizer que 1+2i é uma raiz cibica de —11—2i . Mais a frente vais per-
=134+3x1?x2i+ ceber o porqué da utilizagdo do artigo «uma».
+3x1x 202+ (2)° =
—146i-12-8i=-11-2i De um modo geral, tem-se:

Dados complexos z e w, diz-se que z é uma raiz de ordem 7 de w se

F=w.

20 AULADIGITAL Tentemos determinar as raizes quartas de —4, ou seja, tentemos determinar os
= Resolugdo nameros complexos que elevados a quarta dao —4.

Exercicios de «Raizes

de um niimero Trata-se, portanto, de resolver a equacdo z4=-4.

complexo»
= Simulador Seja z=pe® (p>0 e OENR).

Geogebra: Soma das

raizes de um ndmero Vem:

complexo

Geogebra: Radiciag&o =4 (p ei9)4 =4 ein < phetid = 4ein

em C

4
<:>p4=4/\46=ﬂ:+2kn,k€Z<:>p=\/4—/\9=n+4—2kn,k€Z<:>

<:>p:\/5/\6=%+k2—n,k62

Portanto, as raizes quartas de —4 s3o os numeros complexos z tais que

(T kT
=V2e <4+k2> ,com REZ .

Tem-se, assim, que todas as raizes quartas de —4:

» tém médulo V2 (os seus afixos estdo a distAncia V2 da origem);

° 0s seus argumentos sao: T E T TioxE etc.

4247204 "

~ ~ . ) ~ T
Portanto, 0s argumentos estao em progressao aritmetica de razao =.

2
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Para k=0,vem
Para k=1,vem

Para k=2 ,vem

Para k=3 ,vem

Para k=4 ,vem

De igual modo:

Para k=5 ,vem

Para k=6 ,vem
NOTA

* Repara que, se k€ Z , entdo k

, . . pode escrever-se na forma 4q+r,
Portanto, o nimero complexo —4 tem quatro raizes de ordem 4 distintas: com gEZ e re{0,1,2,3}.

T+i, —14i, —1-ie 1-i Entéo:
., kn ; £+(4q+r)n)

\/Ee'(Z kzn):\/ge(z. 2

i(£+2qn+r—" +
4

2>=\/§ei<% %)

etc.”

Confirmemos, por exemplo, que 1+i é uma raiz quarta de —4.

=V2e

Tem-se:
com re{0,1,2,3}.

(1+i)= [(1+z‘)z]2= (1+2i+2) =i =4i*=—4

Esta confirmado.

Seja agora, mais geralmente, w=pe® um nimero complexo nao nulo (p>0 e
0 € R) e seja # um numero natural tal que 7>2 .

As raizes de indice 7 de w sdao os niimeros complexos z tais que z"=w .

Seja z=re@ (r>0 e a €R).

Vem:
1 =w & (rei) = peid <= rient=pe® <=
S ri=p Ano=0+2kn, kE€EZ &
(:n:\"fp/\oc:%,kez
Portanto:
p 2. 1 L , . NOTA
As raizes de indice # de pei® sdo os numeros complexos z tais que: , L ,
As raizes de indice n de um numero
. ,'(LkE) complexo também se designam por
z=y/pe " "' ,com REZ raizes de ordem n.

Tem-se, assim, que todas as raizes de indice n de pei®:

 tém médulo 1/p (os seus afixos estdo a distAncia \/p da origem);
p g

1

° 0s seus argumentos sdo: —, —+=—, —+2 X == etc.
n

~ - S . 2n
Portanto, os argumentos estao em progressao aritmética de razao ==.
n
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0
Para k=0,vem zy=v/pe ".

e
Para k=1,vem z;=+/pe " "’ .
i(9+2x2—">

n n

Para k=2,vem z,=v/pe
(0,0, p2x
Para k=n—1,vem z,,=1\/pe <"+( 1)")

i(84n 20 i(8+2n 2

(n+ n)z\’ylse (n+2):\”/|;en:zo.

. i(%+(n+1)2—7t z(%+27n)
Para k=n+1,vem zml:\/ge

Para k=n,vem z,=1/pe

" ) =pe =2 .

etc.

Em geral, se k € Z ,entdo k pode escrever-se na forma gn+r,onde 0<r<n
e q € Z .Entio:

. . 2(gn+r)m . .
" 1<%+%) ” ’(ng%) . 1<%+r27n+2qn) ” z(%Jrrz—n)
\/Be = \/Be = \/Be = \/Ee e, para valores
distintos de € {0, 1, ...,7 — 1} todas estas raizes sio distintas pois nio dife-

rem de um multiplo de 2w .

Portanto, o nimero complexo w=pei® tem as n raizes de indice n distintas

seguintes:
1(g 2n g+(n—1)27n)

7 ig n n+n> G i<n
\/Ee",\/ge ,...,\/Be

Conclusao:

Dado um numero complexo w=pei® (p>0 e 6 € IR)e um namero natural
n>2 ,existem 7 raizes de indice n de w , as quais sao dadas por:
1.9+2k1t

© n
z=vpe , k=0,1, ...
. . . . N . n
Como as raizes de indice 7 de pe® tém todas o mesmo médulo Vp e os seus

- - T - 2n
argumentos estio em progressao aritmética de razio ==, tem-se:
n

Os afixos das raizes de indice # de pei® (p>0 e 6 €IR) dispdem-se ao
longo de uma circunferéncia de centro na origem e raio igual a \75 .

Se n> 2, esses afixos sdao vértices de um poligono regular de » lados.

Assim, dado um namero complexo nao nulo:

* os afixos das suas raizes cubicas sdo vértices de um triangulo equilatero,
inscrito numa circunferéncia centrada na origem;

os afixos das suas raizes quartas sao vértices de um quadrado, inscrito numa
circunferéncia centrada na origem;

os afixos das suas raizes quintas sdo vértices de um pentdgono regular, inscrito
numa circunferéncia centrada na origem;

¢ etc.

Tem-se ainda que os afixos das duas raizes quadradas de um nimero complexo
ndo nulo sdo simétricos relativamente a origem.



Exercicios resolvidos S :

Considera o numero complexo z=-8i.
a) Determina, na forma trigonométrica, as raizes sextas de z .

b) Representa, no plano de Argand, o poligono cujos vértices sio os afixos i
das raizes sextas de z e determina o seu perimetro. ]

c) Uma das raizes sextas de z tem o seu afixo no primeiro quadrante. :
Determina-a na forma x + yi . :

d) Utiliza a formula do binémio de Newton para elevar a sexta o niamero
obtido na alinea anterior e confirma que se obtém z . :

Resolugdo
3n
a) Tem-se —8i=8e¢ > .
32—n+2k7c
: .. 6 = L
Portanto, as raizes sextas de —8i sao dadas por V8e ,ou seja, :
3n+4kn 3
V2e ' ,com k€{0,1,2,3,4,5}.
L ,'E iﬁ
k=0—V2e* k=1—V2e k=2—V2e 2
i@ ,-& 1‘@
k=3—V2e 2 k=4—\V2e 2 k=5—V2e 2

b) Os afixos das seis raizes de indice 6 de —8i sdo vértices de um hexdgono
regular inscrito numa circunferéncia de raio v/2. ]

Ora, num hexdgono regular, cada lado tem comprimento igual ao raio da
circunferéncia circunscrita. Por isso, o perimetro do hexdgono é 6V2 .

9 V2e t=1+i

d) Como 1+ i éuma das raizes sextas de —8i, (1+4)° tera de ser igual i

a —8i . Confirmemos que assim é:
(1+i)°=1+6i+15*+20° +15i*+6i° +i° =

=1+6i—15-20i+15+6i—-1=-8i

a) Mostra que as raizes de indice # de um nimero complexo estdo em :
.2n g
2
progressao geométrica de razdo e
b) Uma das raizes ctibicas de um ntimero complexo w é 1+V3i.

Utiliza a propriedade da alinea a) para calcular as outras duas raizes !
cubicas de w .

¢) Calcula a soma das trés raizes cubicas referidas na alinea b).

d) Utiliza a propriedade da alinea a) para mostrar que a soma das 7 raizes

m Determina, na forma trigo-
nométrica, os numeros comple-
X0s que s3o as raizes quintas de
32i e representa, no plano de
Argand, o poligono cujos vérti-
ces sao os afixos desses niime-
ros complexos.

PROFESSOR
Solucdes

i T ,‘gl 1131 ,‘WJ
46.2¢"° 222,220,212 °

V'S

de indice 7 de um nimero complexo é igual a zero. m@],,
e) Utiliza a propriedade da alinea d) para mostrar que:
e e L e I -
7 7 7 2
...................................................................................................................................................... (.:.‘;;;é.i.n.;‘.;.;
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m Na figura estd representado
um poligono regular com nove
lados, inscrito numa circunfe-
réncia de centro na origem e

raio V2.
-»

Im (2)

Re(z

Tal como a figura sugere, um
dos vértices pertence ao eixo
imaginario.

a) O poligono tem um lado pa-
ralelo ao eixo real. Um dos
extremos desse lado é um
vértice do poligono que per-
tence ao quarto quadrante.
Determina, na forma trigo-
nométrica, 0 numero com-
plexo cujo afixo é esse vérti-
ce (na tua resposta, apresenta

0 argumento que pertence a
[0, 2m]).

b) Os vértices do poligono sio
os afixos das raizes de indice 9
de um certo ndmero comple-
xo0. Escreve esse numero
complexo na forma x + yi .

PROFESSOR
Solucdes

29

4r.a)V2e ®  b)16V2i
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Resolugio
0+2kn 3
7 2. i 0~ n =2 :
a) As raizes de indice # de pei® sio dadas por z,=v/pe de onde :
i9+2(k+1)rt i
n 7 . 9+2(k+1)1:_9+2kn> I H
em Kl Vee —el( ! "/ —¢'"  pelo que as rai- |
v % 6r2kn - » pelo qu

n
Vpe "
zes de indice 7 de um nimero complexo estio efetivamente em pro- :

.2m
=T

gressao geométrica de razao e

b) Como as raizes de indice 3 de um nimero complexo w estio em ‘:
progressdo geométrica de razdo e ~ , podemos, a partir do conheci- :
mento de uma delas, obter as restantes multiplicando sucessivamente :

2n 3
2

por e ° .

Tem-se 1+\/§i=2el§.

Vem, entao:
T .21
'3 3
0)e "Xe T =2em==-2
2w ST

023""er3 =Zet?=1—\/§i

Portanto, as outras duas raizes cibicas de w sio—2e 1- V3i.
¢) Tem-se 1+V3i+(-2)+1-V3i=0.

d) Tem-se:
i7
, . . . ., n
e uma das raizes de indice n de pei® é y/pe ”;
e as n raizes de indice n de pe® estio em progressio geométrica de |

2n
AL

razao e

Recordemos que a férmula que dd a soma de 7 termos consecutivos
L= (a éa
1—r
primeira parcela e r € a razao da progressao). Como a validade desta :

de uma progressio geométrica de numeros reais é a X

formula apenas depende de propriedades aritméticas que se mantém
nos numeros complexos, também se aplica a progressdes geométricas :
em C.

Aplicando esta formula, vem que a soma das 7 raizes de indice 7 de :
pei® é:




) continuacdo

2m 4n
, 21 4r 6T ] 7 7 3
e) Os niimeros cos=—, cos—- e cos—- sdo as partesreaisde e ", e ' i
6n 7 7 7
o
ee .
2 4n en
Tem-seque e ', e ' e e ' sdo trés raizes de indice 7 de 1.
.8m 101 12n
= 7 7 T 2mi
As restantes quatrosao e ', e ' , e e e™.
2n 4m em 8 l0n 1w :
7 7 7 7 7 7 ., 2mi 2
Tem-se e "+e "+e "+e "+e ' +e ' +e™=0, pelo que é:

nula a soma das partes reais destes nimeros complexos:

cosﬁ—i-cos4—n+cos@+c058—n+cos&+coslz7n+cos (2m)=0

7 7 7 7 7
Portanto,

2n 4r 6T 6T 4r
cos > + cos = + cos - +cos<2ﬂ: > >+COS<27I: - >+

+cos<2n—2—n>+1=0,

7
pelo que cos27n+cos47n+cos67n+cos67n+cos47n+cosz7n=—l .
Entao, 2 (cosz—n+ cosﬂ+ cos6—n) =—1, pelo que:
7 7 7
2n 4n 6m_ 1
COS == +Cos—r+cos ==~
3. Resolve,em C,aequagio z4+8iz=0.
: Apresenta as solu¢des na forma x + yi .
Resolugio
24 +8iz=02(z3+8i) =0 &
—~z2=0V+8i=0=
S z2=0V3=-8i&=
3
S2=0V$=8e’ &
5%
Sz=0Vz=2e’ ' kE{0,1,2} &
iL ,'E ,‘&
& z2=0Vz=2e’Vz=2e *Vz=2e * &
S2z=0Vz=2iVz=—V3-iVz=V3-i
T — contmua;

m Resolve, em C , as equa-
¢Oes seguintes.
a)z*+2=—V12i
b) 25 =z (apresenta as solucdes

na forma x +yi, x,y €R)

c) 22 +% =0 (apresenta as

solucdes na forma x + yi,
x,y € R)

PROFESSOR
Solucdes
.51 4T

48. a)\ﬁeyé_, \[Zelf, \6(91_3_,

il
Vae®
b)0, 1,10, -1, —i

¢)2i, —V3-i V3-i
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m Determina as raizes qua-
dradas de —5-12i.

Apresenta essas raizes quadra-
das na forma x +yi.

PROFESSOR

Solucdes
49.-2+3i,2-3i

Mais sugestdes de trabalho

Exercicios propostos n.” 85 a 97
(pags. 162 e 163).
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) continuacdo

i 4. Determina as raizes quadradas de —8 + 6i .
Resolugido

As raizes quadradas de —8 + 6/ sdo os nimeros complexos z tais que :
22=-8+6i. :

Vamos, neste caso, trabalhar na forma que designimos por forma algé- :
brica. 3

Seja z=x+1yi,com x,yER.
Note-se que z nao é real, nem imaginario puro, pelo que x#0 A y=0 .
Tem-se: :
(x+yi) =—8+6i <> x2—y2+2xyi=—8 + 6i &

S x2-y2=—8A2xy=6

Sl =—§Ay=S

R|jw X

9 _ _
Sx2-Z=-8Ay=

Ora,

xz—%z—S &S xt-9=-8x2 &

& (x2)?+8x2-9=0 <

<:>x2=_8i— "264"'36<:>
o220

Sxt=-9Vvaz=1

Como x€R,teradeser x2=1,dondevem x=1Vx=-1.

Para x=1,vem y=%=3 e, para x=—1,vem y=_3—1=—3.

Assim, as raizes quadradas de —8 +6i sao 1+3i e —1-3i.

Nota

Cada numero complexo tem duas raizes quadradas, que sdo simétricas uma da
outra. Em particular, os nimeros reais negativos, que, em R, ndo tém raiz qua-
drada, tém raiz quadrada em C.

As raizes quadradas de —1 sdo i e —i, pois i*=(—i)*=—1.

As raizes quadradas de —4 sdo 2i e —2i,pois (2i)*=(—2i)*=—4.
As raizes quadradas de —9 sdo 3i e —3i.

As raizes quadradas de =5 sdo V/5i e —V/5i.

etc.

De um modo geral, tem-se: se @ é um numero real negativo, as suas raizes qua-

dradasem C sido Vlali e —V/lali.



A Equacoes do segundo grau

Dada uma equagao do segundo grau, ax2+bx+c=0 (a#0), a sua féormula

~b+ Vb’ —4ac
2a ’
Consideremos, por exemplo, a equagio x2—-2x+2=0.

resolvente em IR é, como sabemos, x =

.~ ~ g2 . ,
Esta equacdo nio tem solucio em R, pois b"—4ac=-4, que é um ndmero
negativo.

No conjunto € dos nimeros complexos, tem-se:

x2-2x+2=0¢(x -1 2-1¢>x-1=-iVx-l=ic>x=1-iVx=1+i

Repara que, se aplicassemos a férmula resolvente, convencionando que a expres-

sdo V—4 representa os numeros —2i e 2i,também irlamos obter estas solugoes:
2+vV-4 +2i .
x2-2x+2=0 <:>x=T<=>x=%<:>x=1iz

De um modo geral, tem-se:

Dada uma equacao do segundo grau, ax2+bx+c=0,com a,b,c €ER,seo
binémio discriminante b°—4ac for negativo, a equacio tem duas solucdes
em C**, que sdo dadas por:
—b-iV|b* - 4ad _—b+iVIb* - 4ad

2a T 2a
Note-se que z; € z, sao numeros complexos conjugados.

Exercicios resolvidos /s 3

1. Considera a equacdo x3—3x2+6x—-4=0.

%y =

Resolve-a em C, sabendo que uma das solugoes é 1.

NOTAS

* Dada a equacdo ax’+bx+c=0,
a,b,c€ER e a#0, tem-se:

o +bx+c=0&
<:>a<x2+%x> =——c&

St
a a

2
2
&+ Ly <£> :—9+b—2
a 2a 0 4a
2, 4
= <x+£> = b= 4ac 200.
2a 4a

** Ja vimos que, sendo a, b, c € R
eaz0,a¢+bx+c=0&

2 2,
@<x+£> _b"—4ac

2a 4a?
Se b’ - 4ac <0, as solugdes sao
2
dadas por x+ -2 = +/[E2=4ac|;
2a 4P

m Resolve, em C , as equa-
¢oes seguintes.

a)22+17=2z
Resolucdo b) 23 — 622 +132=0
Como 1 € solugao da equagdo x3—3x2+6x—-4=0, 0 polindomio ¢) 24— 522 =36
x3—3x2+6x—4 édivisivel por x—1.
Facamos a divisao, utilizando a regra de Ruffini.
1 -3 6 -4
1 | 1 -2 4 4 Casio fx-CG 20 ...... pag. 185
1 -2 4 0 TI-84 C SE / CE-T.... pag.190
TI-Nspire CX.......... pag. 195
Portanto, x3—-3x2+6x-4=0< (x—1)(x2-2x+4)=0 <
Sx-1=0Vax2-2x+4=0
Dado que (-2 —4x1x4=4-16=-12 , tem-se:
2+ivVI[-12
x—1=0\/x2—2x+4:O<:>x=1Vx=%<:> PROFESSOR
24+ivV12 ) Solucdes
As solucdes da equacio sdo, portanto, 1, 1-V3i e 1+V3i. b)0, 32/, 3+12i
ettt ettt a et s bt b AR b R A i h et E R A bk oA s e h oAbt h ettt ettt : c)-2i,2i,-3,3
continua p
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) continuacdo

2. Resolve,em C,aequagio x4—-2x2-15=0.
: Resolugio
Xt 2x2—15=0 > (x2)—2x2— 15 =0 > x2= 2T V4+60

@xzzziﬁ(:)xzzsv#:—ws

Sx=-V5Vx=V5SVx=—V3iVx=V3i

i 3. a) Mostra que, para qualquer ndmero natural 7 e para qualquer nimero
complexo z,setem (2)'=2".

b) Seja P(x)=x*+2x3+3x2+2x+2.
Considera,em C,aequagiao P(x)=0.
b)) Mostra que, se z € solucdo da equacio, entdo z também é.

b,) Resolve a equacio, sabendo que uma das solugdes é da forma bi
com bER".

in Caderno de Apoio, 12.° ano
Resolugio

a) Seja z=pe.

Tem_se: (E)n =] (M) =] (p e—ie)n = p" e—ine =] (p” eine) = ?
b,) Suponhamos, entdo, que z € uma solu¢ao da equacao P(x)=0.
Tem-se, assim, que z*+223+322+2z+2=0.
Vem:
R +2@)P+3@) +22+2=2*+2 X B +3 X2 +2XZ+2=

=24 +2234322422+2=244223+322+22+2=0=0,

0 que comprova que z € também uma solucao da equacao P(x)=0.
b,) Sabemos que uma das solucdes é da forma bi .

Entao:

(b +2(bi)’ +3(bi) +2(bi) +2=0
(b)' +2(6) +3(bi) +2bi) + 220 &> b* — 2b% — 36>+ 2bi +2=0 & |
b -3b*+2=0 |b*-3b"+2=0 b 302 +2=0
= = =
_2b°+2b=0 2b(=p%+1) =0 b=0Vvb=1

Dado que b €ERR" ,tem-se b=0V b*=1b=1.
E esse valor é a solucdo do sistema, pois 1* =3 x1*+2=0.
Se b=1,entio bi=1i.

Tendo em consideracio a alinea anterior, se uma das solucoes da equa- :
¢ao P(x)=0 é daforma bi, existe outra da forma —bi .

.............................................................................................................................................................................
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) continuacdo

Como i é solugio da equagio P(x)=0, i (igual a —i) também é

solucao, pelo que sabemos que existe um polinomio Q(x) tal que:

x4 +2x3+3x24+2x+2=(x2+1) O(x)*

Facamos a divisdo de x4+ 2x3+3x2+2x+2 por x2+ 1, para deter- :

minarmos Q(x) .

Tem-se:
x4 +2x3 +3x2 +2x +2 x2+1
—x4 —x2 x2+2x+2
0 2x3 +2x2 +2x +2
—2x3 —2x
0 2x2 0 +2
—2x2 -2
0 0 0
Portanto,

x4+ 2x34+3x24+2x+2=0= (x2+1)(x2+2x+2)=0&=
S x2+1=0Vx2+2x+2=0=

-2+iV[4-8|

2 =

S x=iVx=—iVx=

-2 izi\/4_ —

S x=iVx=—iVx=-1+iVx=-1-1i

SSx=iVx=—iVx=

Determina nimeros complexos z e w,taisque z+w=2 e zw=10.

in Caderno de Apoio, 12.° ano

Resolugdo
2+w=2 w=2-z w=2-2 {w=2—z
= =
zw =10 z2(2-2)=10 2z—22=10 —-22+2z-10=0

w=2-z2 {w=2—z
=
22-2z+10=0 z2=1+3iVz=1-3i
Para z=1+3i,vem w=2—-(1+3:)=1-3:.

Para z=1-3i,vem w=2—-(1-37)=1+3:.

Portanto, os nimeros complexos cuja soma € 2 e cujo produto é 10 sao :

1-3ie 1+3:i.

PP -

NOTA

* Seja P(x) um polindmio cujos
coeficientes sdo nimeros reais.
Vimos que, se w € uma solugdo
imagindria da equagdo P(x) = 0,
entdo w também é solugao.
Sabemos (do 10.° ano) que, se a e
b sé&o solugdes reais da equagdo
P(x) =0, entdo existe um polindmio
Q(x) talque P(x)=(x—a) (x—b) Q(x) .
De modo andlogo, se w é uma solu-
¢do imaginaria da equagdo P(x) =0,
vai existir um polindmio Q(x) tal
que P(x)=(x—-w)(x—-w)Q(x).

No nosso caso, como i é solugdo da
equacdo P(x) = 0, vai existir Q(x)
tal que P(x)=(x—1i) (x+1)Q(x) , ou
seja, P(x)=(x2+1)Q(x) .

m Determina dois numeros
complexos cuja soma seja igual
a 6 e cujo produto seja igual
a 13.

NOTA

De um modo geral, os numeros
complexos cuja soma é S e cujo
produto € P sdo as solucdes da
equagdo x2—Sx+P=0.

PROFESSOR

Solucdes

51.3-2ie 3+2i
Caca aos
erros!

Raizes de um nimero complexo

Mais sugestdes de trabalho

Exercicios propostos n.”* 98 a 100
(pag. 163).

+Exercicios propostos

(pags. 164 a 181).
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Numeros complexos na forma
a+ bi . Parte real e parte
imaginaria de um nimero
complexo

Podemos representar um nimero complexo z na forma a+ bi .
A a da-se o nome de parte real de z e representa-se por Re(z) .

A b da-se o nome de parte imaginaria de z e representa-se por
Im(z) .

Ao namero complexo i di-se o nome de unidade imaginaria e tem-
2
-se i"=—1.

Tem-se:
Numerosreais

Numeros complexos ) . L Puros
Numeros imaginarios -
Nao puros
Dado um ndmero complexo z=a+ bi , tem-se:
oz éreal & Im(z)=0
® z é imaginario < Im(z)#0
® z é imagindario puro <> Re(2)=0 AIm(z)#0

Igualdade de nimeros complexos

a+bi=c+di<=a=cAb=d (a,b,c,dER)

Adicao e multiplicagao
de niimeros complexos

Podemos adicionar e multiplicar nimeros complexos como se fossem
L. . . - 2
polinémios em i, tendo em consideragdo que i"=-1.

Poténcia de expoente natural
de um nimero complexo

Define-se z*,com z€C e n€IN, da seguinte forma:
l=z e;se n>1, 2"=2X...Xg2
| —

n fatores

As regras das poténcias mantém-se validas em C.

Tem-se:
o jl=j o f=—1 o 3= o it=1

An+ . . . . . .
o i =i’ com n e p naturais (exemplo: i’ =i =3 =—j)

Representagao de um niimero
complexo num referencial
ortonormado

Dado um plano munido de um referencial ortonormado direto e
sendo a e b numeros reais, ao ponto de coordenadas (a, b) da-se
o nome de afixo do numero complexo z=a+ bi .

4 Eixo
imaginario
Afixo de
by-mmmmmmmna o .
ca+bi
o) a  Eixo
real

Neste contexto, esse plano é designado por plano complexo ou
plano de Argand.

Ao eixo das abcissas di-se o nome de eixo real.

Ao eixo das ordenadas da-se o nome de eixo imaginario.
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pp- 114,
115, 123
e125

pp. 117 a
119, 125
e 126

Conjugado de um nimero
complexo.
Divisdo de numeros complexos

Dado um nimero complexo z=a+ bi , di-se o nome de conjugado
de z ao numero complexo z=a—bi.

O quociente de z por w (w#0) é o nimero complexo que multi-

plicado por w éiguala z e representa-se por — . Pode ser obtido
w

multiplicando ambos os termos da fragao % pelo conjugado do

) w
denominador <£= z_) .

w o ww
Propriedades
Sejam z e w numeros complexos. Tem-se:
cztw=z+w CIXW=ZXW
-(i)=é (w#0) °z=2
w) w

°*2+7=2Re(z) e 2—2=2iIm ()

°se z#0,entdo:
® z é um numero real se e sé se 2=7;
® z é um nimero imaginario puro se e s se Z=-% .

Moédulo de um ntimero
complexo

Dado um niimero complexo z=a+ bi , di-se 0 nome de médulo de z,
e representa-se por |z| , a medida da distancia, no plano de Argand,
entre a origem do referencial e o afixo de z.

Tem-se |zl=Va*+b*.

Um ntimero complexo diz-se unitario se o seu modulo for igual a 1.

Propriedades

Sejam z e w numeros complexos.

Tem-se:

* |zw] = Izl |l

E =2 w0

o 2+ wl| <zl +lwl| (desigualdade triangular)

ese A éoafixode z e B éoafixode w,entio AB=|z—wl|;
*2l=0&=2=0 ° |zl =1zl oo =2z

Argumento de um niimero
complexo. Argumento principal
de um namero complexo

Argumento de um nimero complexo ndo nulo é a medida da ampli-
tude (em radianos) de um angulo generalizado cujo lado origem é o
semieixo positivo das abcissas e cujo lado extremidade é a semirreta
que tem origem no ponto O e que passa no afixo de z.

Dados dois argumentos de um mesmo numero complexo, eles dife-
rem de 2km, para um certo nimero inteiro k.

Chama-se argumento principal de um nimero complexo nio nulo ao
argumento que pertence ao intervalo |-m, 7t} . O argumento princi-
pal de z designa-se por Arg(z) .
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Exponencial complexa

Seja o um namero real.
Define-se ei* da seguinte forma: ei*=coso +iseno. .
A expressao e designa-se por exponencial complexa de io .

Propriedades

® pit X eiB — eioc+i[5 ° ﬂ — eioc—iB
e

..~ Forma trigonométrica de um
-/ namero complexo

Seja z=a+bi um nimero complexo m ()
nao nulo. b

Seja oo um argumento de z.

Tem-se coso,= |a—| e seno = l—bl ,de onde
vem: < < o

2=z (coso+isena) = |z| ei®

Qfrmenaana

)r

Re(z

A esta forma de escrever um nimero complexo nao nulo da-se o
nome de forma trigonométrica.

Se a#0,tem-se tgoc=§ .
Propriedades
Para p,p;, p, ER" epara 6,0,,0, €IR, tem-se:
L4 pleiel=pzeielC> p1=p2/\91=92+2k71:,k eZ
° _peie — pei(n+e)
° M = pei(—e)
¢ (pre™) (pre®) = (o1 po) 10
P P ey
p2e’® Py

* (pei®) =p"emo, pelo que |27 =z|"

pp. 142
atl44

Raizes de um nimero complexo

Dado um ntiimero natural 7 >2 e um nimero complexo w , diz-se
que z € uma raiz de indice # de w se "=w.

Se w=pe® (p>0 e 0ER), existem n raizes de indice #n de w,

as quais sdo dadas por:
ie+2kn

w=vpe " ,k=0,1,.,n-1

Propriedade

Os afixos das raizes de indice 7 de pei® (p>0 e 6 € IR) dispdem-se
ao longo de uma circunferéncia de centro na origem do referencial
e raio igual a \/p .

Se n>2, esses afixos sao vértices de um poligono regular de 7 lados.

Equacoes do segundo grau

Dada uma equacdo do segundo grau, ax2+bx+c=0 (a, b, c €ER),
e . . 2 . ~

se 0 binémio discriminante b”—4ac for negativo, a equagiao tem

duas solu¢oes em C, que sdo dadas por:

2 2
-b—i |b —4ac| . -b+i |b —4ac|
= e =
! 2a 2 2a
Note-se que z; € 2z, sdo nameros complexos conjugados.
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Operagdes com nimeros
complexos e transformagdes
geométricas

Adicio

Sendo Z o afixode z e W o afixo de w, adicionar z com w
. ~ . >

corresponde a aplicar a Z a translacdo associada ao vetor OW

sendo O a origem do referencial.

Conjugado
O afixo de z pode ser obtido aplicando ao afixo de z uma reflexao
em relacdo ao eixo real.

Simétrico
O afixo de —z pode ser obtido aplicando ao afixo de z uma refle-
xao em relagdo a origem do referencial.

Produto por um nimero real positivo

Sendo 7 um numero real positivo, o afixo de rz pode ser obtido
aplicando ao afixo de z uma homotetia de centro na origem do refe-
rencial e razdo 7.

Produto por ei®

O afixo de €%z pode ser obtido aplicando ao afixo de z uma rota-
¢do de centro na origem do referencial e amplitude 6 .Em particular,

o afixo de iz pode ser obtido aplicando ao afixo de z uma rotagao
T

de centro na origem do referencial e amplitude 5

.. Condicoes em C esua
i representagdo no plano
o5 complexo

° Re(z)=a
Reta paralela ao eixo imaginario que interseta o eixo real no ponto
de abcissa a .

°Im(z)=b

Reta paralela ao eixo real que interseta o eixo imaginario no ponto

de ordenada b .

o lz—zi|=7 (r>0)
Circunferéncia de centro no afixo de z; eraio .

° |z—zi| =22,
Mediatriz do segmento de reta cujos extremos sio os afixos de z;
ede z,.

* Arg(z)=a (0 €]-m, 7))
Semirreta de origem na origem do referencial e que é o lado extre-

midade do angulo generalizado de amplitude o cujo lado origem
€ o semieixo positivo real.

° Arg(z—z1)=0 (oce -m,x))
Semirreta que é imagem da semirreta definida por Arg(z)=o pela
transla¢ido associada ao vetor OZ; (sendo Z; o afixo de z;).
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Teste 3

Os cinco itens deste grupo sao de escolha multipla. Para cada um deles, escolhe
a Unica opgao correta.

. . . .o 3m . _ .
1. Seja z um nimero complexo cujo argumento principal é o eseja w= 1-i.
Qual é o valor de Arg (g) ?

13w 7T 7T 13w
(A) 0 (B) =20 () 20 (D) 50

2. Na figura esta representada, no plano de Argand, y1
uma circunferéncia de centro no ponto A(4, 3) e
que passa na origem do referencial.

O ponto B pertence a esta circunferéncia e ao
eixo das abcissas. R

A reta r é a mediatriz do segmento de reta [AB].

Qual das condi¢oes seguintes define, em C , a regiao colorida, incluindo
a fronteira?

(A) le=4+3i <5 A= 8[<lz—4+3i]
(B) lt—4-3i<5Alz-8|<|z—4 -3
(€) k-4+3i<6Alz-6[<[z—4+3i]
© e~ 4-3<6 A le— 6l <le—4-3i

3. Indica quantos s3o os numeros naturais que cumprem as trés condicdes
seguintes:

® 530 pares;
* escrevem-se com trés algarismos;
* 0s algarismos sdo todos diferentes.

(A) 328 (B) 346 (c) 362 (D) 384

4. Seja E o espago amostral associado a uma certa experiéncia aleatoria.
Sejam A e B dois acontecimentos (ACE e BCE).
Sabe-se que:
* a probabilidade de pelo menos um destes acontecimentos nao se realizar € 0,8;

* a probabilidade de A se realizar, sabendo que B se realizou, é 0,4.

Qual é a probabilidade de B se realizar?

PROFESSOR (A) 0,45 (8) 0,5 (€) 0,55 (D) 0,6
Solucdes
Ll 5. Seja a um niimero real superior a 1 e seja b tal que log,(b) =% .
2.(B)

EisE Qual € o valor de log, <@> ?
3.(A) ~ \/;
4.(B) & (A) 6 (8) 7 (c) 8 (D) 9
5. (C) Ajuda
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Grupoll

Na resposta a cada um dos cinco itens deste grupo, apresenta todos os calculos
gue efetuares, explica os raciocinios e justifica as conclusoes.

T

1. Seja f a func¢io definida em ]—% = 2-—senx

por flx) ==—""

a) Estuda a fun¢do f quanto as assintotas ao seu grafico.

- 2senx—1
b f (x)="—rr—
) Verifica que f'(x) coslx

c¢) Determina a equagao reduzida da reta tangente ao grafico de f no ponto
de abcissa 0.

d) Estuda a fun¢do f quanto a monotonia e extremos.

e) Estuda a fung¢do [ quanto ao sentido das concavidades do seu gréfico
e quanto a existéncia de pontos de inflexao.

. A massa, medida em gramas, de uma substancia radioativa varia de acordo

com uma fung¢io do tipo m(t) =aeb?, t >0 , onde:

* t designa o tempo, medido em milénios, decorrido desde um certo instante
inicial;

* g é a massa da substancia nesse instante inicial;

* b é uma constante que depende da substancia.
Chama-se semivida de uma substancia radioativa ao tempo que a sua massa
demora a reduzir-se a metade da existente no instante inicial.

O carbono-14 é uma substiancia radioativa utilizada na datagio de fosseis
em que esteja presente. O carbono-14 tem uma semivida de 5730 anos.

Admite que a massa de carbono-14 hoje presente num fossil é 3,76 g.
Qual serd a massa de carbono-14 presente nesse fossil daqui a 500 anos?
Apresenta o resultado em gramas, arredondado as centésimas.

. Em C, conjunto dos nimeros complexos, considera:

PR
2==2+V12i e w=V2e

741

Pr— . Apresenta o resultado na forma x+yi (x,y €R).

a) Determina
b) Determina pER" e o€ [-2m, 0] tal que peir=-w.

. Considera, no plano de Argand, o poligono cujos vértices sao as raizes ctbicas
de um certo numero complexo z . Sabe-se que um dos vértices do poligono
éoponto A(3,2).

a) Determina a drea desse poligono.

b) Determina z . Apresenta o resultado na forma x+yi (x,y €R).

. Seja ax2+bx+c=0 (a,b,c €EIR) uma equacio do segundo grau cujas solu-

R o P 2 . .
¢oes sdo dois nimeros imaginarios, z e w . Mostra que —— é um ndmero
complexo unitério.

PROFESSOR

SolucGes
1. a) Como D; é limitado, s6 podem
existir assintotas verticais. As retas

de equacodes x:—g e x=§ sdo as
Unicas assintotas verticais ao gra-
ficode f.

c)y=—x+2

d) f é decrescente nointervalo

] — E] e é crescente no

intervalo [E,E[.
6 2
A fungdo tem minimo absoluto para

x=L etem-se f<£> :\/5.
6 6

e) O grafico de f tema concavidade
voltada para cima e ndo tem pontos
de inflexao.

2. = 3,54 gramas

3.a)1-i
13w

b)p=V2 e o=—1F
) p o==0

Resolugao
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E Determina, apresentado as respostas na forma
x+yi (x,y €ER).

g 1
a) 1+z+1+i

b) i11(1 + 3i)°

—6+3i+i"
1-2

(4 -3
:

c)

d) 2i+

e) i23+—%t§

Q+0)+i+ 67
1+2i
3-2i+(3-2i) +2i%
—8i
(1+2)GB+i)+i+i"
h) 3i

f)

g)

E Determina os numeros reais p e g tais que
2p+qi)=q—-pi—2(1—1).

m Determina os numeros reais a e b tais que
(a+i)(2-bi)=7—-i.

m Seja z=1+1.

Determina os numeros reais @ € b para os quais
2+az+b=0.

PROFESSOR e)%+5i
Solucdes .
7 f)—2i
52.a) —+=i .
)2 2 g)2+i
b) 6 + 8i h)2—2i
c)—2-2i 3
. 2 6
d)—24 — 5i 53.p=—2: =2
. 5 q 5
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m Determina, apresentado as respostas na forma
x+yi (x,y €R).

(=3+2)°+3 + 4%
a)

3

4e ?

5

b) (3—41'—%)
T n\’ 3
(cos§+zsen§) +(2+1)

c)

i

m Determina, apresentado as respostas na forma
trigonomeétrica.

l‘7
—2ie ©

g 1+V3i

47|;7
4i<e 7) +8

b) 3+1

1l

_2V3+4e ¢
c) —_—

e N

3w St

== ==
m Seja z1=¢ >, zp=1+i e 53=V2e *.

. 2z
Determina 24 =,
%3
Apresenta a resposta na forma x +yi (x,y €R).

m Seja 2=2V3e S e w=—3+3V3i.

Determina

+w’
Apresenta a resposta na forma trigonométrica.

b)2V2e ¢

55.a=-2¢e b=2 ,-Lgn
ce'’
56.a) 4+ 2i DO
b) —972 + 972i P
o) l—i 59.3¢ °
jim
57.a)e °



-
pL
m Seja w=V2e* e seja ¢ um nimero comple-

xo tal que Arg (%) =g .

Determina o menor valor de n (n €IN) tal que z”
¢ um numero real.

m Seja z=1+1i eseja w=e*,com o€ [0,2n].

Sabe-se que wxz é um numero real negativo.
Determina o valor de o .

m Determina o nimero real a para o qual
a+(1+2i)i¥

-

¢ um numero iMaginario puro.

5
V2e *
E Seja z um numero complexo tal que Arg(z) =3£.
Existe um ndmero real a tal que (a+i)*=z.
Determina esse valor de a .
m Determina a €]0,n[ e b ER tais que:
-
LT
. V2e ®
sena —cosa + bi =\/_+
i
o8
S
E . TC (e“* .
Determina o € |0, 1 tal que 3;  Sgjaum

ntmero real.

E Determina o€ ] 0, g[ de tal modo que o afixo

de (3 eiﬂ‘)2 X (2 +V12 i) pertenga a bissetriz do ter-
ceiro quadrante.

m Seja z um numero complexo cujo afixo per-

tence a circunferéncia de centro na origem e raio 2.
. 2 2

Qual é valor de |z+ 1] +]z—1["?

PROFESSOR 63.V3
Solucfes 64.a="L e h=-1
60. 4 2
65. %
61. 2" 10
’ 66. 1%
62.—1 o4

m Seja z um namero complexo tal que:
lz+16|=4|z+1]

Determina |z] .

B, ., Y6-Vv2i . . .
Se]az—Tese]aw—l—z.

a) Escreve z e w na forma trigonométrica.

4 . L.
b) Escreve = na forma trigonométrica e na forma
w

a+bi, a,bER.

c) Tendo em consideracdo a alinea anterior, escreve

T oL
os valores exatos de cos— e de sen— .
12 12

Seja z=e%® | com OLE]O,

[ . Mostra que
|z—1|=2sena .

oa

m Seja z=e2> (o €R).

1 1, .
Mostra que 1+z_2(1 itga) .

m De um numero complexo z , sabe-se que
|2 =1z - 34 .

a) Mostra que Im(z)=% .

b) Mostra que Arg(z)—Tc sabendo que [z]=3 e

=
que o afixo de z estd no primeiro quadrante.

m Mostra que I+ lwl =z - w| =20+ 7w .

m Seja z=e®,com o E€R.

Mostra que z° +z=2cos (20) e=ic* .

6+\/§

67.10 c)coslzi
12 4
68. 4
—i® I Sen£=\/a_\/§
69.a)z=V2e ®; w=V2e * 12 4

5 VBV VE-VE,

4 4

2) AULA DIGITAL

= Resolugao
Exercicio 69 (resolugdo
passo a passo)
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T
0,2

Mostra que o é argumento de 1+z+22.

76 R T
- Seja 0(6]0,4[.

Sejam z e w dois nimeros complexos unitdrios

m Seja z=e™, com o€

tais que Arg(z)=0o e Arg(w)=§+oc.

Mostra que Arg(z+w) € ] 0,%[ .

Sejam A e B os afixos dos numeros comple-
3n
;3n

xos 1+6i e V8e *.

Determina AB .

Seja o um argumento de um certo numero

complexo z . Sabe-se que o€ ] 0,%

Seja w=-3iz . Exprime Arg(w) em funcio de o .

m Seja z um numero complexo cujo afixo é um
ponto A pertencente ao primeiro quadrante.

Sejam B e C os afixos de z e de -z, respetiva-
mente. Sabe-se que AB=8 e que a area do trian-
gulo [ABC] é 24.

Determina z .

Apresenta a resposta na forma x +yi (x,y € R).

PROFESSOR
Solucdes
71.5

78.-X_q
2

79.3+4i

80.a)5

b)z=1+V3i; w=3V3 -3

81.b) 4

Re (2)

Tema 7 | Niimeros Complexos

m De dois ntimeros complexos z e w sabe-se

que [z]=2 e que Arg(w) =—% .
6
a) Determina zz+ <g> .
w

b) Seja Z o afixo de z,seja W oafixode w e
seja O a origem do referencial.

Sabe-se que:
* Z esta no primeiro quadrante;

e o tridngulo [OZW] é retingulo em O e tem
area 6.

Determina z e w naforma x+yi (x,y €R).

m Considera o numero complexo

_ T, eanl
z—\/z<c088+zsen8)

e o numero complexo w=z5.

No plano de Argand, sejam Z e W os afixosde z e
w , respetivamente, e seja O a origem do referencial.

a) Justifica que o angulo ZOW é reto.

b) Determina a area do tridngulo [ZOW] .




E Seja z um numero complexo, cujo afixo, no
plano de Argand, esta representado na figura.

Im (2)

>

| Re (z)'

Determina geometricamente os afixos dos seguin-
tes nimeros complexos:

a) 2
b) —z

c) 2

d) e °z
e) —iz

3.
f) (1 +§l>z

E Para cada uma das condigdes a seguir indica-
das, representa, no plano de Argand, o conjunto
dos afixos dos numeros complexos que a verificam.

a) 2z<9IANz+z<-2
b) |z—3il<|z+2+i ARe(z) <4 AIm(z) <0
¢) |z-3-2i<1 AIm(z)=2

d) 2<|z|<4A§<Arg(z)<%"

83.a) c)
Im ()4 Im (2)
)il
r N
O] Re z)k [¢) Re Z)‘
A
N
b) d)
In @+
) m ()4
N
[N \
(@) Rq N
e (2 5 R
\ /
N~ |

e) lizl<4A|zl>|z+2-24

\

(ST |

f) |—z—2—i|<\/§/\<O<Arg(z+1+z’)<

V (Re(z) -1 /\Im(z)<—1)>

m Na figura seguinte estdo representados, no
plano de Argand:

° o ponto C(3,4);
° o ponto O, origem do referencial;
* 0 segmento de reta [OC] ;

*areta r,que é a mediatriz do segmento de reta

[OC]

* a circunferéncia de centro no ponto C e que passa
no ponto O .

Im (z)

(0] Re (2)

Escreve uma condicio em C que defina a regiao
colorida (incluindo a fronteira).

e) 84.)z— (3+4i)|<5A
,ImZ) /\|z|>|z—(3+4i)|/\
\ ARe(2) <0
[¢] Re(zk)
/
N L~
f)
Im ()1

161
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B sin o-c4i.

a) Determina as raizes sextas de 64i.Apresenta-as
na forma trigonométrica.

b) Desenha o poligono cujos vértices sdo os afixos
das raizes sextas de z.

2) AULA DIGITAL

= Resolugdo
Exercicio 85 (resolugao
passo a passo)

c) Determina o perimetro
e a area do poligono re-
ferido na alinea b).

m Seja z um numero complexo tal que [z]=36.

Qual é a drea do poligono cujos vértices sao os afixos
das raizes quartas de z?

. 21m

;21
o o 0 2

Seja z=1+1i eseja w=V2e ¥ .

Mostra que z e w sio raizes quintas de um mesmo

numero complexo.

Uma das raizes ctuibicas de um certo ndmero
complexo z ¢ 3—1i.

Determina z.

m Uma das raizes quartas de um certo nimero
complexo z é 2+ 3i.

Determina as restantes raizes quartas de z .

PROFESSOR 86.12
Solugtes 88.18 — 26i
T .51 .31 X . .
85.3)2616 ZEIE 28’7 89.-3+2i,-2-3i,3-2i
s g m 90.-4-3i e 4+3i
27 ,2e " 2e" & ox o
b) 91.2¢"°,2e2,2e",
Br  Jn
%2¢e 10 %e 10
92.-2, —1+V3i, -1-V/3i
3 (2
93.12¢ °

c¢) Perimetro: 12

94.0,-2,1-V/3i, 1+V3i
Area: 6V3
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m Determina as raizes quadradas de 7 + 24i ,
apresentando-as na forma x +yi (x,y €R).

m Resolve a equacgao z5+ % =0.

Apresenta as solugdes na forma trigonométrica.

7+39i

92 [ D i .
eja z1=(2—1)" eseja z, 31

Resolve a equagdo z3—z,=2;.

Apresenta as solucoes na forma x +yi (x,y € R).

m Uma das solu¢bes da equagdo izg3—i= V3
tem o seu afixo no segundo quadrante do plano de
Argand. Determina essa solugdo, apresentando-a
na forma trigonométrica.

m Resolve a equacdo z2+2z=0.

Apresenta as solugoes na forma x +yi (x,y € R).

E Resolve,em C,aequacido z4+z=0.

Apresenta as solucdes na forma x +yi (x, y €R).

m Resolve,em C,aequaciao z4—z=0.

Apresenta as solugdes ndo reais na forma trigono-
métrica.



Determina, na forma trigonométrica, os niime-
ros complexos z nao nulos tais que (1 -7)z=22.

m Resolve, em C, as seguintes equagoes.

a) x2=—4

b) x2+9=0
c) x2+13=6x
d) x3+25x=0

e) x3—-3x2+4x=2 (sabendo que 1 € solucao)

f) x*+21x2=100

PROFESSOR e)l,1—ie l+i
Solucdes f)-2,2,-5i e 5i
L i jom L

97.V2e 2, V2e"? V2e ¢  99.a)8e >
98.a)-2i e 2i 40

b)-3i e 3i c)4

c)3-2i e 3+2i 100.4-3i e 4+3i
d)0, -5 e 5i

m Sejam z e w as solugdes da equacao
x2—-4x+8=0.

Sabe-se que o afixo de z estd no primeiro qua-
drante.

4
.2

a) Determina =, apresentando a resposta na for-
w

ma trigonométrica.

b) Determina R
w2
c) Determina o menor valor natural de 7 tal que

Z" é um numero real.

@ Determina dois numeros complexos cuja soma
seja igual a 8 e cujo produto seja igual a 25.

Tema 7 | Niimeros Complexos
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+Exercicios propostos

Itens de escolha miiltipla

Niimeros complexos

m A igualdade Re(z;2,) =Re(z;) Re(z,) :
(A) nunca é verdadeira.

(B) é verdadeira para todos os complexos.
(c) s6 é verdadeira se z; e z, forem reais.

(D) s6 é verdadeira se z; ou z, forem reais.

m A igualdade Re(iz) =-Im(z):

(A) nunca é verdadeira.

(B) é verdadeira para qualquer complexo z.

(c) éverdadeira se e s6 se z é um imagindrio puro.

(D) s6 é falsa se z éreal.

@ (1—-14)* éigual a:
(A) 2 (8) 0
(©) -2i () (1+i)

m Seja z um ndmero imagindrio. O conjugado de z+ 1 é:
(A) z-1 (B) 1-2

(c) z+1 (p) z-1

@ O inverso do ntimero 2 + 27 é:
1

1 1. .

(A) 2+21 (B) -2 —2i

1 1. 1 1.

PROFESSOR © 575t (D) 277!
Solucdes
101. (D)
102.(B) mSe z=x+yi e w=1+i,com x,y € R, entio:
103.(C) (A) Re (i) . (B) Re(z?)=x2
104. (0) w
105. (D) (€) Im(zw)=x+y (0) Im(z-w)=y
106. (C)
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Seja w um qualquer numero complexo. Qual dos pontos P, O, R ou S
pode ser o afixo de um nimero complexo da forma w+w ?

Im (2)
S
. R
p O Re(z§
(0]
(A) P (® QO () R () S

@ Seja w um qualquer numero complexo. Qual dos pontos P, O, R ou §
pode ser o afixo de um nimero complexo da forma w—1w ?

Im (2)
R [
O P Rc@;
S
(A) P (8 O (c) R (o) §

@ Seja w um qualquer numero complexo. Qual dos pontos P, O, R ou §
pode ser o afixo de um nimero complexo da forma ww ?

(A) P (&) O () R () §

m No conjunto dos numeros complexos, seja w um namero real negativo.
Os afixos das raizes quadradas de w pertencem:

(A) ao eixo real.

PROFESSOR

Solucdes
107. (A)

108. D

(D) as bissetrizes dos quadrantes pares. 109. (A
10. (C)

(B) as bissetrizes dos quadrantes impares.

(C) ao eixo imaginario.

)
)
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PROFESSOR

Solucdes
111. (D)

12.(C)
113.(D)
4. (B)
115.(C)
116. (A)
17.(C)

166
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m O ponto P ¢ o afixo de i’z . Qual pode ser o afixo de z?

Im (z)
P
Q,
O . Re (z):
. S
R
(A) P (8) O (c) R (o) §

m Se Re(iz) >0, entdo o afixo de z pertence:

(A) ao primeiro ou ao quarto quadrante.

(B) ao primeiro ou ao segundo quadrante.

(c) ao terceiro ou ao quarto quadrante.

(D) ao segundo ou ao terceiro quadrante.

m 3 i<a+%> ) ) ) ;
O ntmero z=V2e € um namero real negativo se o é:

T 2r
(A) 2m (B) 3 € n (D) 3

m Qual dos nimeros seguintes nao é um imagindrio puro?
.3m
1

@) 7 ® < © 2¢ 2 () 2

m Se 6 éargumento de z,entdo um dos argumentos de 3z € necessariamente:

(n) 36 ® 3 ©) 0 () O

m . . 3n
Seja z um namero complexo de argumento =

Qual dos seguintes é um argumento do conjugado de z?

() < (8) = © 5 () -5
Se Arg(—z) = —% , entio:
- _13n n
() Arg(z) = — (B) —Arg(z) = >
(€) Arg(z)= 6—7“ (D) Arg (%) =%



m Considera as afirmagoes relativas a numeros complexos z e w , quaisquer.

I. Se a é argumento de z,entdo —a é argumento de —z.
T

I.Se w=a—ai,com a €R,entio Arg(w)z—z.
Pode dizer-se que:

(A) as duas afirmacoes sao verdadeiras.

(B) as duas afirmacdes sao falsas.

(c) a afirmacgio I é verdadeira e a afirmacdo II é falsa.

(D) a afirmagao II é verdadeira e a afirmacdo I é falsa.

m Se o é argumento de z=15 —2i, entdo um argumento de w =2+ 5i pode ser:

T T

(A) E(X (B) (X'f‘z
T T

() ) (D) 57

E Se o afixo do nimero complexo z é um ponto do primeiro quadrante, a
que quadrante pertence o afixo do nimero w =3z ?

(A) Primeiro (B) Segundo () Terceiro (D) Quarto

m Se Z é o afixo no plano complexo do niamero z, qual dos pontos P, O,
R ou S pode ser o afixo de 227’ ?

Im (2)
P .S
%
O Re (z);
Q. .R
(A) P (8) O () R (o) S
m Seja P o afixo do nimero complexo z eseja w=e,com 6 E g, ‘1—“[ ,
um outro nimero complexo.
]-rrl (Z)AL
PROFESSOR
. O Re (z): Solucoes
P 118.(B)
119.(B)
A que quadrante pertence o afixo do nimero zw ? 120.(A)
(A) Primeiro (B) Segundo (c) Terceiro (p) Quarto 121. (B)
122. (D)
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PROFESSOR

Solucdes
123.(B)
)

124.(8
125. (A)
126. (C)
127.(B)

168
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E Sejam z e w dois nimeros complexos.

Se Arg(z) € [g, 34_1t] e Arg(w) € [O, %] , a qual dos intervalos seguintes podes
garantir que pertence o argumento principal de zw ?
3m? T
T 3¢n 3n
(©) 44 ] (D) [0> 2

m Sejam z e w dois nimeros complexos, com w#0 .

Se Arg(z) € B,n e Arg(w) €

0, %] , a qual dos intervalos seguintes podes

garantir que pertence um argumento de = ?
w

@ |54 @ [
© [55] © |5

m Seja z=|z|ei® um nimero complexo e sejam A e B os afixos de z e 2*
num referencial de origem O . Uma medida da amplitude do angulo AOB é:

(A) © (B) 26
(c) 36 (D) 8+m

m Sejam z,=1+i e z,=iV2 dois nimeros complexos. Sendo w = e T
qual das afirmacoes seguintes é verdadeira? 2)
17 174
(A) w=3e (B) w=—r=e
2 V2
7n 2m
_1 % _1 3
(©) w—ze (D) w—ze
Seja A o afixo do nimero complexo z .
Im (z)“
R
.| o o
.A R
O Re (z)r
S.
O afixo do niimero z* pode ser:
(n) P (8 Q (c) R (D) S



m Seja =1+ 2i um nimero complexo e seja 0. um seu argumento. A repre-
sentacio trigonométrica do niimero iz* pode ser:

. T
z(2a+2)

(c) VSe (D) 5eit-20)

(A) 5 eilo?) (B) Se

E Seja z um numero complexo de mddulo 1 e argumento o .
Entdo, z” +% ¢ igual a:
(A) 2 cos(no) () 2sen(no)

(c) el (D) eiGna+1)

m Se o0 afixo de uma raiz cibica de um nimero complexo z pertence a regido
assinalada na figura seguinte, a qual das regides podes garantir que pertence o
afixo do niimero z?

O Re (z)'
(A) (B)
Im (2) Im (2)
O Re (2) (@) Re (2)
(©) (D)
Im (2) Im (2)
O Re (2) 0] ()

T .7n
m 2 =V2 P ©=V2 ¢ 2 s3o duas rafzes de indice 7 de um niimero com-
plexo w . Os seus afixos sdo vértices consecutivos do poligono cujos vértices sdo
os afixos das raizes de indice # desse nimero w . Entdo, w € igual a:
1.41: .21

(A) de * () 16¢ °

5

© 16¢ () 2¢ ©

PROFESSOR

Solucdes
128. (B)

129. (A)
130. (B)
131.(B)

Tema 7 | Niimeros Complexos 169




E Se Arg(w?) =% , entdo um argumento de w pode ser:

T T
(A) 3 (B) — G

© = ) &

E A,,com k=1,2,3,...,n,sd0 os afixos das raizes de indice # de um certo

-V3+i
2

numero w .

Sabendo que, para um certo valor de k, A, e A, sdo os afixos de
7n
;7

ede e ® , respetivamente, entio w ¢ igual a:
(n) 1 (8) -1
(€ 6 () -6

Seja w=e’ um numero complexo.

Entdo, 1+ w+ w”+ w’+ w'+ w’ éigual a:
.léemn
3

(A) e (8) 0

407
1

(c) eit6m () e *

E Qual dos seguintes niimeros complexos é representado no plano complexo
por um ponto que nao pertence ao circulo de centro na origem e raio V22

a
a

(A) O inverso de 2e “ (B) O conjugado de 2e R

1 1
(p) Oinversode e ".

ENE]
PN

(c) O simétrico de e

@ Considera o niimero complexo z=V2 + cos%i .

O afixo de z pertence a regido do plano complexo definida pela condig¢do:

(A) |Z|=\/2 (B) |zl >%

©) T<Arg(z) <X (0) 0<Arg(z) <X
PROFESSOR 4 SArg(x) <35 <Arg(x) <}
Solugdes
132. (C)
133.(6) E Qual das condic¢oes define, em C , o eixo imagindrio?
134. (B)
135.(B) (A) Arg(z) =§ (8) |Arg(2)] :%
137.(B)
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E Qual das condicdes seguintes define uma circunferéncia no plano de Argand?

a) lz+11<3 (B) |Arg(z)|=%

©) lz+2il=1+1 (o) lz+il=0

E A condi¢io |z+3i >4 A0 Arg(z+1) <% , definida em C , pode ser
representada graficamente por:
(A) (B)
Im (2) Im (2)
<<<<<< >
Re (2) 1 Re (2)
©) (D)

Re(z

m Qual das seguintes condicdes define, no plano complexo, uma reta perpen-
dicular a reta definida por lz+1l=|z—il ?

(A) Re(z)=

e N E

(B) Im(z) =
©) lz=1l=lz+il

(@) lzl=lz—1+il

T
.4
m Considera o niimero complexo w=v2e °.

Qual das afirmagoes seguintes é verdadeira?
. V<X

(A) we {zEC £ 3 <Arg(z+1i) <2}

(8) wE{zE€C: Im(z)>V2}

() wE{zEC: Re(z+i)<2}

(D) weE{zEC: |z+i+1l<2}

PROFESSOR
Solucdes
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PROFESSOR
Solucdes

142. (B)
143.a)t=0

b) t=-1

c)t=1
d)t=5V t=-5

e)t:%wm,kez

144.x:ig+kn,kez

146.a) z=+/101

b)z=1+V3i

) x=3Vx=-3Vx=3iVx=-3i
d)x=0Vx=3+iVx=3-i
e)z=0V z=%V2j
f)z=4+3iVz=4—-3i
g)x:1\/x:%i2i

172 Tema?7 | Niimeros Complexos

m Seja P o conjunto dos nimeros complexos cujos afixos, no plano complexo,
formam a regido colorida na figura.

Im (Z)A /
Vv

01

v

&
=

Qual das seguintes afirmagoes é verdadeira?

(A) Pz{zEC: Im(z—3)<1A0<Arg(z—1)<

wla
——

(B) Pz{zEtE: Im(z—2i)>1A0<Arg(z—i) <
{zE

C
(D) P=5z€C: Re(z—-3))>1 A0 Arg(z—1) <

ERENE]
N——

(08}
——

(c) P

: Re(z—3)<OAO0<KArg(z-2) <

ala
N——

Itens de construcao

Numeros complexos

@ Determina os valores de # € IR para os quais:
a) 2t+ 3i é imaginario puro;

b) t—(t+1)i éreal;

c) (£2—-t)+ti éimaginario puro;

d) ¢i é uma raiz quadrada de — 25;

e) sent+icost é um numero real negativo.

m Determina os valores que pode tomar o nimero real x para que o nimero
complexo z=tgx +i(1—2cos(2x)) seja real.

tg2x
@ Dados os nimeros complexos z=1—-3cosx +2xi € z;=5+ (2— g4 >i,

sendo x um numero real, prova que:

«Se z € um imagindrio puro, entdo z; € real.»

m Resolve em C as equacdes seguintes.

a) 224+10=0 b) 22—2z+4=0
c) x4—81=0 d) x[(x-3P%+1] =0
e) B3+2z=0 f) (x—4)+9=0

g) 4x3+13x+17=0,sabendo que —1 é uma das solucdes.



m Calcula os valores dos nimeros reais x e y para os quais:
a) 2x+1)+(y—2)i=4—i b) (2x -y +2)+ (y—x)i=3i
@ Escreve na forma a + bi,com a, b € R, os nimeros:

b) (i*—2i)2i—1

0 (V3+i)x(i-2)

a) 2+3i(2—i)—(1+2i)*
o (V2-i)'(1-v2i)

e) (cosx +isenx)’

@ Calcula os reais x e y, de forma que:
) (S+xi)—(y+3i)=2-5i
3+ xi

a
b) =4-3i

y—3i
c) x24+1+(y+3)i=2i(1-1)

d) (x—i) (S —yi)=4—17i

m Sejam z=3a-2i e w=3-bi,com a,b €R, dois nimeros complexos.

Determina os valores de a e b ,sabendo que z+w € um nimero reale zw é
um imagindrio puro.

m Escreve a expressao geral dos nimeros complexos cuja soma com o conju-
gado é igual a:

a) 6 b) -5

E Escreve a expressao geral dos numeros complexos cujo produto por a + bi
. 2 2
éiguala —a*— b’ ,sendo a,bER e a*+b" %0 .

E Escreve na forma a + bi os nimeros:

2i 1
R DT
1 1 1
C) ——— d
) T )(3+N
(6-3i)(2+2i) . 1-i 1
3-3i ! D ashcasn i
g 241
(2i—1)*

PROFESSOR

Solucdes
147. a)x:%Ay:]

b)x=TAy=4
148.2) 8 + 2i

b) 3-2i

c)-9

d) (-2v3-1) +(2-v3)i
) cos (2x) + isen(2x)
149.a) x=—-2 A y=3
b)x=-21Ay=3
c)(x=1Vx=—-1)Ay=-1
d) (x=2Ay=6) V

V (x=-12 A y=-10)
lso.bz—zx\az—g

151.2)3+yi, y€ R
b)—%+yi,y€|R
152.—a+ bi

153.a) -1+
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m Sejam z=x+2i e w=1+vyi dois nimeros complexos. Determina os
valores de x e y (x,y €R) de modo que 22 e = sejam ambos imaginarios
w

puros.
E Es.creve na forma a+ bi : 3i<4+%i11>
i )
a) z——,sendo z=3 -3¢ b w=—ns 2 7
57 ) —i+2i"
5, 2 1 (1-36)(2+1) )
c) ¢ z+i102,sendo Z_—1+i d) z_—1+2i8n+5 1+

_3-2i+4i-3
==

e) a2
i -1

E Resolve em C as equacdes seguintes.

. 3z+1
a) zz——l_.

10, %2
b) 1 +z—2
c) 2=-4i

Sendo z=a+ bi,com a,b €IR,investiga a relacdo que deve existir entre
a e b de modo que os afixos de z, 2, —z € —z sejam vértices de:

PROFESSOR
a) um quadrado;
Solucdes
154. (x=2 Ay=-1) V b) um retangulo de area 10;
V (x==2Ay=1) R .
c) um retangulo de perimetro p .
155.2) 13- 19,
6 6
b)—4 — 4i
c)-1 @ Considera o ntimero complexo z=a+bi, a,b €ER..
—1—i . . - ..
d)3 3{ Sendo w =1 - 2i,determina a relacdo que deve existir entre a e b para que
&)3+3i o afixo de £ pertenca:
_ 2.1, w
156.a) z=—=——i o ' .
e a) ao eixo imagindrio;
b)z=1+iVz=1-i
¢) Substituir z por x+yi b) a bissetriz dos quadrantes pares.

7=—V2+V2iV z2=V2 -2

157.a) |al =|bl, a=0
b) |abl = 2,5 E No plano complexo considera:

b A 342, Bir-3-2ie Cr—>5i

c) lal + [bl =4
Indica um nimero complexo cujo afixo seja um ponto D de modo que [ABCD]

158.3) a=2b seja um paralelogramo.
b)b=3a
159.0=C+BA=6-i
160.2—i, 2+i, -2+, =21, m Escreve, na forma a + bi , seis nimeros que tenham o mesmo modulo.
V5i, -V5
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m Determina a e b reais, de modo que:

1 £

ib—=—_
a) e 5
b) eib=a+%i
c) thzll—aelb a>0

m Considera o numero complexo w=(a—2)+ai,com a €R.

Determina a de modo que w? tenha argumento T .

E Sendo w um numero complexo tal que w =a + 2i, determina os valores

7 ,
de a para os quais 5T €argumento de w?.

@ Sendo z=2—x+x2i um ndmero complexo, com x € IR, determina para

E<Arg(z)<£

que valores de x se tem ) 5

E Escreve, na forma a + bi e na forma trigonométrica, os nimeros comple-
X0s seguintes.

3+i) 2-i -8
a)( _)_2 b)( ) LY PROFESSOR
2-i 1-1 Solucdes
161.a) b=—L2+2kn, kEZ
2n 3
;2n
@ Sendo z=V3e * ,calcula z—i na forma trigonométrica. b)(b:%ﬁkn,k&ZAa:?) v
(b——+2kn kGZ/\&F—?)
2n
Mostra que 2e ° ¢é solucdo da equagdo (1-2iV3)z-5-3iV3=0. c)a=2/\b:7+2kn,kez
162.a=2
163.a=-2

@ Escreve na forma trigonométrica o nimero complexo:
164.XxE -0, —-2[U]1,2[

g——z ,-E
z= 3 165. a) 4i=
gl 4 i~
g3 h)5+%l—ie
V3 ’%ﬂ
166.2_’__T+§ e

E Sendo 6 um argumento de z =1+ 2i, determina o valor exato de:

()

a) sen® b) cos® 168.¢ ) :
169.a) — b)—
V5 V5
c) sen(20) d) sen<9+%> c)i d)2+\/?_’
5 W5
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PROFESSOR
Solucdes
l70.a)—%—49Tn:—lUn:—5><2n

1w M3\ _
b) 8 ( 8)—121t—6><2n

171.a)p=2/\e=g+2kn,kez

b)p=\4/i/\e=%“+2kn,kez

c)p=\/§/\6:%+k1t,kez

173. a) e ;(,E)
6

b) Por exemplo, w= 3e ou
i57t

w=2e b .

c)\/§

n
174.2)3Y2e 1 _

2 -
-3v3+3 3v3+3,
i 4 !

176 Tema?7 | Niimeros Complexos

m Justifica que sdo iguais os seguintes pares de nimeros complexos:
ERC
i3 i5

e 2e

. 7177:)

b) \/Zel( s

a) 2e

1.(711375)
8

e V2e

Determina os valores de p ER" ¢ 8 €R, para os quais:

k1

a) pel3=2eie
3% ile-Z
b) p2e ° =\/§e< 5)

o oo g p i

Seja z=pei®, com 96]0,%[ e p> 0. Considera o triangulo [ABC],

sendo A, B e C os afixos de z, do conjugado de z e do simétrico de z,
respetivamente.

Mostra que a area do tridngulo [ABC] pode ser dada por A(6)=p2sen (26) .

4n
B o c=2¢% umn
Seja z=2¢ ° um numero complexo.

<z . L.
a) Escreve na forma trigonométrica.
z+2
. . Z . . e
b) Indica um nimero complexo w de modo que = seja um imaginario puro.
w

c) Seja A oafixode z eseja B o afixo de —z num referencial de origem O .
Determina a area do triangulo [AOB] .

i
Sejam z;=¢ > e 2,=1+i dois niimeros complexos.
) 1 2 p

3iZ1

a) Escreve o nimero na forma algébrica e na forma trigonométrica.

9)
b) Usa a alinea anterior para indicar os valores exatos do seno e do cosseno

7T
de T

Sendo z1=%e’“ e z,=2-3i, calcula os valores de o para os quais

22,(z,—#°) é imaginario puro.

m Escreve na forma trigonométrica o nimero:

CosOL— 7 sen o

sen (0( - %) +sen(w—o)i



Seja z=tg0+1i.

a) Mostra que |z]= |C0189| .

b) Determina 6 de modo que o afixo de z esteja sobre a reta da equagao

V3

=3

s
1+z ) +1 ) .
Seja z; = \/_ . Escreve % na forma trigonométrica.
21

-
i
m Considera o nimero complexo z,=V2e *.
a) Calcula (z;)°+4 e apresenta o resultado na forma trigonométrica.
b) Seja w=ei*. Determina para que valores de o € [0, 2n] o numero wz, é
um imaginario puro.
5n

m Dados os numeros complexos z;=— V2 -V2ie H=2e e , representa:

a) z¢—2, na forma algébrica;

b) w=—
212

w” € real positivo.

na forma trigonométrica e determina o menor natural 7z tal que

m Determina a e b reais de modo que 1+ seja solugdao da equagio:

wS+aw3+b=0

m . o T
Sejam z; e z, dois nimeros complexos. Sabe-se que z; tem argumento =,

z2=(z;)" e A e B sdo os afixos de z; e 2z, num referencial do plano complexo

. PROFESSOR
com origem O . -
Solucdes
s X ~ n , oy T
a) Justifica a afirmagdo: «O tridngulo [AOB] é equildtero se |z|=1 .» 177.0)6 =7 +km k€ Z
i
b) Representa z; na forma trigonométrica, supondo que Re(z;)=2. 178. %e‘ g
3
179.a) 4e ’
E (coso.—isena)’ (3_1: —20‘)
Prova que =e . b)o="1+kn kEZ
sen ol +7coso 4
180.a) V3 - 63i
i
) h)ie"z,nzzzf
1+ _ "2 .
a) Prova/ que vneN , (E) =e e interpreta este resultado em termos 181.a=2 A h=8
geométricos.
b) Determina o menor nimero natural # para o qual (1+i)"=(1-14)" AR EE
184.b) n=4
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PROFESSOR

Solucges
185.2) A=2¢ ° >
2n
7=V’ V
6 Jin
Vz=v2e Vvz=v2e®
b) n=3+ 6k k€N,

.51

s
186.a)B._~2e %
i377[

Cr2e®

b)-32V2 -32V2i

187. b) O perimetro é 472 .
c)w=i"=—1

b) (a+bi) =3 4i >
& (a=2Ab=-1) Vv
V(a=-2Ab=1);
2—ie —2+i

( ®m  kn
c)z:UVz:é el(iﬁ+7),
k=0,1,2,3

178 Tema?7 | Niimeros Complexos

-TC
L
@ Seja w=2e > um nimero complexo.
a) Resolve,em C ,aequagio z3+w=0.

b) Determina os valores de 7 € IN para os quais w” é um numero real negativo.

@ Na figura estd representado um tridngulo equilatero [ABC] . Um dos vér-
.7n
Py

tices é o afixo do nimero z=2¢ ° .

I

B
Qﬂ Re ()
C

a) Determina os numeros complexos cujos afixos sdo 0s outros vértices.

b) O nimero z é uma das raizes de indice 6 do nimero w .

Determina w e escreve-o na forma algébrica.

-
i=

. , . 3
m Considera o nimero complexo z=e * eseja z,= z—z .
-3

a) Mostra que z;=1.

b) Determina o perimetro do poligono cujos vértices sio os afixos das raizes
quartas de z; .

c) Supde que z; e z, sdo duas raizes de indice # de um nimero complexo w
e que os seus afixos sdo vértices consecutivos do poligono cujos vértices sdo
as raizes de indice # de w .
21 .
Se —=gz,determina w .
22

26 523
. i =2 .
Seja z=- — 3 umnimero complexo.
Z f—
a) Escreve z na forma trigonométrica.

b) Resolve, em C , a equagdo w3w=z* e apresenta as solu¢oes na forma
a+ bi e na forma trigonométrica.

a

1=
. . . s
E Considera os numeros complexos w;=3—-4i e w,=2¢

a) Sendo © um argumento de w, , representa na forma trigonométrica, em
fung¢ao de 6,0 numero complexo 4 — 3i.

b) Calcula as raizes quadradas de w,; e apresenta-as na forma a+bi, a,b €ER.

c) Resolve a equacao z3= =,
w;



sn

i
@ Seja z;=V3e ° . Representa o conjunto dos pontos do plano que sio
afixos dos niimeros complexos z que satisfazem a condi¢do |z —z| <|zy] -

m No conjunto dos numeros complexos, considera os numeros:

Sm ,‘HJ
X1=¢e€ 6 € XxXp,=e 6

-
. - - 3 i3
a) Mostra que x; e x, sdo solucdes da equagio x2+(e) +e *=0.

b) Representa no plano complexo o conjunto dos pontos que sdo afixos dos
nameros complexos z que satisfazem a condigdo:

|z—x1|=|z—x2|/\1<|z|<2

m Sejam A, B, C, D, E e F os afixos das raizes de indice 6 do nimero
.3n

complexo w,sendo A o afixode z,=V2e KN

a) Escolhidos trés daqueles pontos ao acaso, qual é a probabilidade de que
sejam vértices de um tridngulo equildtero?

b) Determina w e escreve-o na forma x +yi (x,y € R).

c) Mostra que a imagem de ¢= %e”‘ nao pertence ao circulo de centroem A e PROFESSOR
raio 1. Solucdes
190. Circulo de centro no afixo de z
d) Define, por meio de uma condi¢io em C , a circunferéncia de centro em A e que passa na origem.

que passa no afixo de ¢= %ei" .

@ Seja A o conjunto dos pontos do plano que distam de P(1,-2) mais de
trés unidades. 191.h)

a) Define, por meio de uma condi¢do em C, o conjunto A .

b) Mostra que o afixo do numero complexo

ic 2 1
4o © 192.2) =515
= 3
1-V3i -
pertence ao conjunto A . b)yw=8e?=8i
3u
d)|z—\/§e ¢ :é

Representa no plano de Argand os afixos dos numeros complexos que 193.a) [z-1+2i>3

satisfazem a condi¢ao: 194.
3n

|-z2+2+1>2 A0<Arg UZ)<T
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S
;5T
. .29 . .
@ Sejam z;=3i"" e z,=V2e * dois niimeros complexos.

a) Escreve (z,+ z2)2 na forma a+ bi (a,b € R).

. n 7 b
b) Determina o menor natural 7 tal que (z4z,) € um nimero real.

c) Identifica o lugar geométrico dos afixos dos nimeros complexos w tais
que |z —w|=z].

@ Escreve uma condi¢ao na varidvel z € C que defina a regidao colorida na

figura.
W

A\g Re (z;

A(-1,0) C(0,-1) B(2,0)

RROFESSOR Os dois arcos sao arcos de circunferéncia de centro na origem. A reta represen-
Solucdes ) tada interseta os eixosem A e C.
195.a) (1+2) =—3—4i
b)n=4
c) Circunferéncia de centro em m . ) 3
(=1,-1) eraio3. Seja w =a + bi um numero complexo.
196.1< 14 <2A |2 > |z+ 1+l a) Identifica valores reais para a e b de modo que:
197. a) Tem de ser §<Arg(w) <34—7t e lwl<é6
a<0Ab>-aAVa+b' <6
Exemplos: b) Com a=-2 e b=4:
. 2 -
a=-le b=3; b,) calcula Lﬁ e apresenta o resultado na forma algébrica;
a=-3 e b=5; 2i
a=-1¢e b=5. b,) representa no plano complexo o conjunto dos pontos que sdo os afixos

dos nimeros complexos z que satisfazem a condi¢ao:

2z+wl <6 A lz—-wl|>|z+wl

a) Mostra que sao equivalentes em C as condigoes:
lz+5/<6 e S(z+2)+z2z<11

b) Representa no plano complexo o conjunto dos pontos que sdo os afixos dos
nimeros complexos z que satisfazem a condigdo:

S(z+2)+2z2<11 A (z-2)i>2
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@ Representa no plano complexo o conjunto dos afixos dos numeros comple-
x0s z que satisfazem as condi¢des:
a) Im(z—-2) <2z A823+27i=0

T
4
€

b) zz2< 34—n

) |Im(z+4)| <2V Iz-4+il<3

/\§<Arg(z)<
d) lz+1-2il<4 ARe(iz)<0

@ Identifica e representa por uma condi¢io em IR* o conjunto dos pontos do
plano definido em C por |z+2-3il=12-6i.

m Representa no plano complexo o conjunto dos afixos dos nimeros comple-
x0s z que satisfazem as condigdes:

a) lz+1/<2ARe(22)<0
b) lz—2l=2+Re(z)
o) lz—1l>2lz-1l

@ Sejam P e QO osafixos de 5+2i e 1+ 4i,respetivamente.

a) Define a mediatriz do segmento [PQ] por uma condi¢io em C e por uma
condicio em IR*.

b) Qual é o ponto da mediatriz que é afixo de um complexo com argumento % ?

@ Indica uma condicao em C que defina as regides coloridas.

ST S B el
:‘ 2....-. :"_*: _________
‘ 5 o 3
' > 6 )
oLt Re () o 1 Re ()
c) d) 2
G
!_yReV(Z)

PROFESSOR

Solucdes
199.a)

b)

c)

d)

200. E a mediatriz do segmento
[AB] com A (~2,3) e B (0,6) defi

. 2 .23
nidaem IR? por y=—=x+%2.
y 3 6
201. a)
Im (z)
1
Re (z)
b)
In )
8
4
,9 8 Re (z)
-8
c)

202.a) [z-5-2i|=|z-1-4il;
y=2x-3
b) P(3,3)

203.a)0<Arg(z—1—2i)<§/\
Alz—-1-2il<3
%/\|Z—4i|>|2|
ou E<Arg(z)<%"/\|m(z)<2

m§<mmn<

3
¢)lz-2-2il<2
/\U<Arg(z+2)<%/\
A %gArg(z—Z)gn

d) 2= V12| +1z+V12| =8
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Exercicio resolvido 1. a) e b)

Para estudares os limites de uma func¢do podes recorrer

ao menu Tabela e ao menu Grafico.

Calculo de integrais

No menu Griafico, introduz a expressio da funcdo. Pres-
siona a tecla F5 e roda a barra de ferramentas até encon-
trares o simbolo de integral (tecla F3).

a) No menu Tabela, introduz a expressio da fungio e
prime a tecla F5 (SET) para definires o intervalo da ta-
bela. Como queremos estudar o limite da fun¢do quando
o x tende para 0, escolhe um intervalo a volta desse va-
lor. Obtém a tabela pressionando a tecla F6 (TABLE).
Ao analisares os valores da tabela, verifica que o limite é 1.

B Eififke) Fd

B e e

x
& F oy ag 1 ¥ 34 ¥ &

B e e

x
-s-s-{-a-zqolnea{st

(FOOT)(MAR ) MIF ) i=KEF

x
& F oy agl 1 ¥ 34 ¥ &

B

CANECAD RS

Prime F1 para introduzires o limite inferior e superior.

Introduz o limite inferior e prime EXE . Introduz o limite

superior e prime EXE . Visualiza a drea e o valor do inte-

gral que é apresentado.

8 Efifdfa] 8 Gffdfel) [@RE

X ¥1 N SN ¢
=0.77 1.2603 -0.56 1.1186
=0.78 1,25608 -0.66 1,1147
=0.76 1.2421 -0.54 1.11

| - 0. 74SWFEEE] IEENE 1.1058

iz DR DELETE] ROW Il iEE

B Effifke) [RIEE B Effife) [RIE

X ¥1 X Y1
IEENE 10003 0.01 1
=0.,02 1.,0001 0.02 1.,0001
-0.01 1 0.03 1.0003
0 ERROR BERD 1 .o008

b) No menu Grafico, escreve a expressdo da fun¢do. Na
janela de visualizagio, escolhe para Xmax um valor gran-
de. Desenha o gréfico pressionando a tecla F6 (DRAW) e
ativa o Trace (tecla F1 ). Verifica que o limite é 2.

B Effdfe]) 3 [=]
Fune¢ Graf. :¥Y= Janela=V
Vigxsin 2 (—1

max
scale: 100

B Eififke) Fd

valor limite inf

B sel
Yimx?

1
x

4+ 4 4 9 4 ol 12 3 4 5 & 4+ 4 4 49 4
) [ROOT) INTSECT (HMIXED) =0
B leci valor limite inf =] 1 valor limite sup
Vimx® Vimx® ¥
\_E ] 4
Intr Limite Inf *
o
X:1l -
\Ol/ ]q: .-il-ﬁ CE ] -1°b= T 3 4 s]'di'
X=0 l’lwo Jdx=0 W=
B 1 valor limite sup B Efdfnd [r]
Yi=x? ¥
LLELY 4
Intr Limite Sup 3
o
X:2| 4
P EEEE! T T 3 4 % é‘ £ 44 4 4 - 1 4% é‘
a=l 9 =1 Jdx INF=1 05UP=2
fdx= =

[dx=2.33333333

dot :2.64550264
Ymin :0
max

B [EXE]:Mostrar Coord

F_Ixsin [¢2T3]

=088

¥=1.008905684 =

182 calculadoras grificas

Areas resultantes de intersecdes

Exercicio resolvido

No menu Grafico, introduz as expressoes das fungoes e
obtém a representacdo grafica. Pressiona a tecla F5 e
roda a barra de ferramentas até encontrares o simbolo de

integral (tecla F3).



£ tavihdeer el B GoGiEe) G
Fung Graf. Y= o
2
X o
Y1E 3 o ! [=1
x?
YZE-T+23:+4 [—] 2
JEsaNaRa{ DELETE] TP T a4 T HEfTIgl ¥ 1 5\&‘
B E [T] [] [T]
L
k|
4
(FOOTICHER) (=CADE=CAL)

Pressiona F3 (INTSECT) para que possa ser calculado o
valor do integral entre os dois pontos de interse¢do. Pres-
siona EXE para passar ao segundo ponto de intersecao.
O valor da area é exibido.

=] 1 valor limite inf
of¥ YI=(GE R+T ¢

-~ o
o Y2=-{(x2) }+2x::+d)

=] 1 valor limite sup

ISECT Jdx
(B R

Exercicio resolvido

No menu Exe-Matriz, pressiona a tecla F4 (MATH),
roda a barra de ferramentas até encontrares o simbolo de
integral (tecla F1). Introduz a expressdo e os respetivos

limites e pressiona EXE para visualizares o resultado.

8 Effifn) (@R

[JUMP JDELETEMINC] MATH J

B _Effifn) [k

DDdI

B Edfdfe) @R
_J—3x2+6xhx

o

Nuimeros complexos

Para escrever e calcular numeros complexos devemos ter
em considerag¢do as configuragoes da calculadora: prime
as teclas SHIFT e MENU e, na op¢ao Complex Mode, pri-
me F1 (Real) se quiseres trabalhar com niimeros comple-
xo0s na forma real, F2 (a+bi) se quiseres resultados na
forma algébrica e F3 (r<0) se quiseres resultados na for-
ma trigonométrica.

Para introduzires o i, usa as teclas SHIFT 0.

Se em Complex mode estiver selecionada a opcdo a+bi,
surge o resultado.

8
Mode Comp T
Frac Result :d/ec
Fune Type t¥=
Draw Type ‘Connect
Derivative :0Off
Angle
[ JUMP JDELETEPMATVCT MATH

Se em Complex Mode estiver selecionada a op¢ao Real,
surge uma mensagem de erro.

[£]

Mode Comp T
Frac Result :d/e

Func Type 1Y=

Draw Type :Connect
Derivative :0ff
Angle

ERRO N&ao Real

Pressione: [EXIT]

> IDELETE] PMAT J MATH

Parte real e parte imaginaria
Exercicio resolvido 1

No menu Exe-Matriz, pressiona a tecla OPTN . Prime F3
(COMPLEX), roda a barra (tecla F6) e prime F1 (ReP)
para obteres a parte real de um nimero complexo e F2
(ImP) para obteres a parte imagindria de um numero
complexo.

[LIST JNATIVCTICONPLEY] CALC ) STAT J il Abs | Are |Conje]
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ImP (3+4i)
O

| ReP | ImP [brs Gratbi

Calculos simples
Exercicio resolvido 4

Usa as teclas SHIFT 0 para escreveres i.

Conjugado de um nimero complexo

Para obter o conjugado de um numero complexo, no
menu Exe-Matriz, pressiona a tecla OPTN, seguida de
F3 (COMPLEX) e, por fim, F4 (Conjg).

Médulo de um nimero complexo
Exercicio 18. a)

Para obter o m6dulo de um nimero complexo, no menu
Exe-Matriz, pressiona a tecla OPTN, seguida de F3
(COMPLEX) e, por fim, F2 (Abs).

[_i_LAbs [ Arg [Conje]
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Inverso de um niimero complexo
Exercicio 23

Para determinar o inverso de um niimero complexo, bas-
ta eleva-lo a —1.

3
(2+3i)7!
2
]
DELETEIMMAIVCD MATH DELETEIMAIVCD MATH

Forma trigonométrica de um niimero complexo

Para escrever na forma trigonométrica um nimero com-
plexo que estd na forma algébrica, podemos optar por
um de dois métodos.

1.° método:

Prime as teclas SHIFT MENU: em Angle, seleciona a op-
¢do F2 (Rad) para radianos e, em Complex Mode, sele-
ciona a op¢do F3 (r<®) para a forma trigonométrica.
Escreve o numero complexo e pressiona EXE .

[£]

Mode Comp T
Frac Result :d/e

Fune Type t¥=

Draw Type ‘Connect
Derivative :0Off
Angle :Rad

2.° método

Escreve o numero e pressiona OPTN . Prime F3 (COM-
PLEX), roda a barra (F6 ) e pressiona a tecla F3 .

]
3+i

]
3+i

(J3+i)l (J3+i)»reol

| ReP | ImP [brs Gratbi

[_i_LAbs [ Arg [Conje]




Argumento de um niimero complexo
Exercicio 34. a)

Prime OPTN, de seguida F3 (COMPLEX) e novamente
F3 (Arg). Escreve o nimero complexo.

8 Effife) [RIE

Operagdes com numeros complexos na forma
trigonométrica

Com a calculadora configurada para a forma trigonomé-
trica, basta escrever a expressdo. A calculadora também
define ¢/, bastando usar as teclas SHIFT X,6,T .

Eatfifad forn] =]

[ JUMP JDELETEPMATVCT] MATH

Operagdes com numeros complexos na forma
trigonométrica e na forma algébrica
Exercicio resolvido 2

Podes efetuar diretamente esta operagdo, com numeros
complexos na forma algébrica e na forma trigonométri-

ca, pedindo o resultado na forma trigonométrica (SET
up).

] - 5
oae :Comj 1"
(129%) +c2+i)2-10i Frac Result :d/c
Fune Type 'Y=
-J2i Draw Type :Connect
123 Derivative :Off
4 ?n;le Rgd

Resolucio de equacdes em €
Exercicio resolvido 1

No menu Equacao, pressiona a tecla F2 (Polinomial) e
prime F2 (3).

[£]
quacgao

[£]
olinomia

H4a Dados Memoria
Grau :2

Selecione Tipo =
F1:Simy)tanea

Grau?
2

Introduz os parametros e pressiona a tecla F1 (SOLV) ou
EXE para obteres o resultado.

[EOLVE) CEER CLEAREDT
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Exercicio resolvido 1. a) e b)

Acede ao editor de fungdes, premindo a tecla Y=, e intro-
duz a expressdo analitica da funcido de que se pretende
calcular o limite. Para estudares o limite de uma funcio
podes recorrer a andlise dos valores da tabela e do grafi-
co da fun¢io na vizinhanga do ponto em que se pretende
calcular o limite.

a) No editor de fung¢des, introduz a expressio da func¢io
e, de seguida, configura a tabela adequadamente colocan-
do como valor inicial um valor inferior ao ponto do limi-
te, por exemplo —0,1, e como incremento da tabela 0,01.
Desta forma, podes estudar o limite da fun¢do quando x
tende para 0, escolhendo um intervalo a volta desse valor,
a que chamamos vizinhanga.

[HORHAL FLOAT AUTO REAL RADIAN HF n

[HORHAL FLOAT AUTO REAL RADIAN HF
PRESS #T0 EDIT FUNCTION

TABLE SETUP -
TbiStart=-.1N =
aTb1=0.01 082
Indent: Ask L
Derpend: Ask 0.61

Y1=1.0000333346667

Na tabela podes observar que para valores proximos de 0
a funcdo tende para 1, sendo que a fun¢do nio esta defi-
nida em x =0 .Podes também estudar o limite da fun¢io
através da analise do grifico da func¢io, devendo para tal
fazeres um zoom caixa (tecla ZOOM ) centrada no ponto e
deslocar o cursor ao longo do grafico (tecla TRACE ).

[NORHAL FLOAT AUTO REAL RADIAN HP n
0H BOX

[HORHAL FLOAT AUTO REAL RADIAN HF n

20
Yiztan(X)/X

H=8.4E4EYE W="0.365854 H="8,006887 ¥=1.0000158

b) No editor de fungdes, introduz a expressiao da fungio
e, de seguida, configura a tabela adequadamente colocan-
do como valor inicial um qualquer valor do dominio da
fungdo, por exemplo, —10, e como incremento da tabela
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-10. Desta forma, terds a varidvel independente x a ten-
der para —co. Percorrendo os valores da tabela verificas
que a fungdo estd a tender para 2, isto é, o limite é 2.

[HORHAL FLOAT AUTO REAL RADIAH HF
PRESS #T0 EDIT FUNCTION

[HORHAL FLOAT AUTO REAL RADIAN HF n

Plot  Plotz  Plot3
l\YtHXISAn[%]

. 9999666668333

O mesmo podes concluir através da observacdo do grafi-
co da funcdo para valores tendentes para —oo, usando
para tal a ferramenta TRACE .

[HORHAL FLOAT AUTO REAL RADIAN HF n

[HORHAL FLOAT AUTO REAL RADIAN HF n

WINDOW Ya=XEgin(Z 0800
Xmin=-1000
Xmax=1@
Xscl=1 -
Ymin=-10 h
Ymax=10
Yscl=1
Ares=1
aX=0.07575757575757
TraceStep=0.151515151515.. H=4E ¥=1,9993416

Calculo de integrais

Acede ao editor de funcdes, premindo a tecla Y=, e intro-
duz a expressdo da fun¢do em Y1, isto é, Y1=x2. De se-
guida, no menu CALCULATE, teclas 2ND e TRACE, se-
leciona a opgdo 7:[f(x)dx e na representacdo grafica da
fun¢io indica o limite inferior, premindo a tecla 1 e de-
pois ENTER, e o limite superior, premindo tecla 2 e de-
pois ENTER , surgindo de imediato o valor do integral e a
sombreado a correspondente regido.

[HORHAL FLOAT AUTO REAL RADIAN HF

[HORHAL FLOAT AUTO REAL RADIAN HFP n
CALC INTEGRAL OVER INTERVAL

1]
Yazx2

¥
ivalue
iZero
iminimum \l /
tmaximum l

intersect

Upper Limit?
¥zl Yzl

[HORHAL FLOAT AUTO REAL RADIAN HF n

[HORHAL FLOAT AUTO REAL RADIAH HP n

CALC INTEGRAL OVER IMTERVAL
N \l/ \l/

= TH(x)d®=2.3333333
A=2 11}

CALC INTEGRAL OVER INTERVAL




Areas resultantes de intersegdes
Exercicio resolvido

No editor de fungdes, tecla Y=, introduz as expressoes
das duas pardbolas em Y1 e Y2, respetivamente, e repre-
senta os seus graficos, premindo a tecla GRAPH. Obtém
os pontos de intersecao das duas pardbolas recorrendo a
ferramenta 5:intersect do menu CALCULATE, teclas
2ND e TRACE.

[HORHAL FLOAT AUTO REAL RADIAN HF n

[HORHAL FLOAT AUTO REAL RADIAN HF n
CALC IMTERSECT
Ya=-(iK2)e2I+2NeY

NA
\ /1

Intersection
¥=3 ¥=55

CALC INTERSECT
Y2z ((K2)r2)e 2K+

Intersection
H="1 ¥=1.5

Nesta calculadora calculas a drea da regido compreendi-
da entre duas fungoes recorrendo a diferenca entre as
areas abaixo de cada uma das curvas e acima do eixo dos
xx , isto é, do célculo integral de cada uma das fungdes
no intervalo pretendido.

Assim, utilizando a ferramenta 7:ff(x)dx do menu CAL-
CULATE, teclas 2ND e TRACE , calcula a drea abaixo da
curva que limita superiormente a regido pretendida, neste
caso Y2, no intervalo [-1, 3] . De seguida, calcula a drea
abaixo da curva que limita inferiormente a regido preten-
dida, neste caso Y1, no mesmo intervalo. A drea da re-
gido compreendida entre as duas pardbolas obtém-se fa-
zendo-se a diferenca dos valores dos integrais.

[HORHAL FLOAT AUTO REAL RADIAN HF n

[HORHAL FLOAT AUTO REAL RADIAN HF n
CALC IMTEGRAL OVER IHTERVAL

\ [

dx=19.333333 TH(x)dX=B.6666667
1,31

CALC INTEGRAL OVER INTERVAL

Exercicio resolvido

No menu MATH, tecla MATH , seleciona a op¢do 9:fnlnt(,
ferramenta que permite calcular o valor numérico de um
integral. Surgird o operador integral com varios campos
a serem preenchidos, coloca adequadamente os limites
inferior e superior do integral, de seguida define a fung¢io
(obténs o operador valor absoluto, 1:abs(, no menu
NUM premindo a tecla MATH ) e coloca a varidvel de in-
tegragdo (a mesma que usares na funcdo). Premindo
ENTER obteras o valor numérico do integral.

[HORHAL FLOAT AUTO REAL RADIAN HF n [HORHAL FLOAT AUTO REAL RADIAN HP n
MENG] NUM CMPLX PROB FRAC MATH CMPLX PROB FRAC
4137 ( iHabs(

e ) 2: round(

FMin( 3:iPart(

fMax( 4: fPart(

: nDeriv( S:int(
Hfnlnt( 6imin(

isummation Z( 7 imax(

: 1o9BASE( 8:lem(

‘Numeric Solver.. Fdacd(

5
L( | -ax*+ex| Jax

LAz

Numeros complexos

Para escrever e efetuar cilculos no dominio do conjunto
dos niimeros complexos devemos ter em consideracdo as
configuragdes da calculadora: prime a tecla MODE e sele-
ciona a op¢do REAL, se quiseres trabalhar apenas com
numeros reais, e, para trabalhar com nimeros comple-
x0s, a opgao a+bi se quiseres resultados na forma algébri-
ca ou a opgao re”(0i) se quiseres resultados na forma tri-
gonométrica.

Para introduzires a unidade imaginaria i, usa as teclas
2ND e . . Se a calculadora estiver em modo REAL ape-
nas admitird calculos cujo resultado seja um nimero real,
surgindo uma mensagem de erro caso o resultado seja um
nimero complexo.
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HORMAL FLOAT AUTOD a+bi RADIAN MP n
HUMBER TYPE: REAL/COMPLEX

in a real number.

Se nas configuracoes da calculadora estiver ativo o modo
a+bi, surge o resultado, quer seja um numero real quer
seja um nudmero imaginario, na forma algébrica. Se esti-
ver ativo o modo re”(60i), surge o resultado, quer seja um
numero real quer seja um nimero imagindrio, em funcdo
do raio 7 e do argumento 6 da forma trigonométrica,
embora na TI-84 Plus CE surja na forma exponencial.
Neste modo, deves garantir que na calculadora a unidade
de medida de angulos esteja selecionada em radianos
(RADIAN).

5 49 .
7 s e e e

..................................................... J'_i

=121 el sT0TIER2IL

Nota que, quer o raio 7 e quer o argumento 6 do nd-
mero complexo, quando irracionais, surgem em forma
decimal, portanto um valor aproximado. Para obteres o
argumento 6 em 7 radianos deves dividir o argumento
0 por m,conforme imagem seguinte ilustra:

s 7i
_________________________________ T diblernias

1.570796327/n
9, 5000000001

. 7i
191 SP0796327L

Parte real e parte imaginaria
Exercicio resolvido 1

Para utilizares alguns operadores especificos para os na-
meros complexos, deves premir a tecla MATH e deslocar
o cursor até ao menu CMPLX. Seleciona a op¢ao 2:real(
para obteres a parte real de um nimero complexo e a
op¢ao 3:imag( para obteres a parte imaginaria de um na-
mero complexo.
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MATH NUM PROB FRAC real(3+4i)

1:con e

FHreal( imag(3+41)

3:imas( .

4:anale( real(2-i)

S:absC | 2.

6: rRect imag(2-1i)

= [ o o — 1
real(-5i)
__________________________________________________ 9.

Calculos simples
Exercicio resolvido 4

Usa as teclas 2ND e para escreveres i .

Conjugado de um niimero complexo

Para obteres o conjugado de um nimero complexo, pri-
me a tecla MATH, desloca o cursor até ao menu CMPLX
e, de seguida, seleciona a op¢do 1:conj(.

HORMAL FLOAT AUTD a+bi RADIAN MP n HORMAL FLOAT AUTOD a+bi RADIAN MP

MATH NUM PROB FRAC
flconJ(

treal(

timag(

:anale(

tabs(

:*Rect

:MPolar S T 3 . 74 I =17

Moédulo de um niimero complexo
Exercicio 18. a)

Para obter o médulo de um nimero complexo, prime a
tecla MATH, desloca o cursor até ao menu CMPLX e, de
seguida, seleciona a opgido 5:abs(. Quando o médulo do
namero complexo for um nimero irracional, o seu valor
exato € a raiz quadrada do seu quadrado.



HORMAL FLOAT AUTD a+bi RADIAN MP n

MATH NUM PROB FRAC
1:cond(

2:reall
3:imag(
4:anale(
EHabs (

6:*Rect
7:»Polar

Inverso de um nimero complexo
Exercicio 23

Para determinar o inverso de um niimero complexo, bas-
ta elevd-lo a —1. Para obteres os valores exatos, para o
caso de ntimeros fracionarios, podes usar a op¢ao 1:»Frac
do menu MATH (tecla MATH ).

NUM CMPLX PROB FRAC

LfnInt(

Forma trigonométrica de um nimero complexo

Para escrever na forma trigonométrica um ntimero com-
plexo que estd na forma algébrica, podemos optar por
um de dois métodos.

1.° método:

Configura a tua calculadora para o modo complexo na
forma trigonométrica (prime a tecla MODE e seleciona a
opg¢ao reM(0i)) e define a unidade de medida de angulo
como sendo o radiano (prime a tecla MODE e seleciona a
op¢ao RADIAN). Escreve o ntimero complexo na forma
algébrica e pressiona ENTER .

NORHAL FLOAT AUTO re~(8i) RADIAN HFP
HUHEER TYPE: REAL/COMPLEX
IO e
b
-
[
2e
9523598775561
[0 HORTZONTAL GRAPH-TABLE | freeeeveervoioiomises B,
I #
HAUTO
STATDIRGHOSTICS: [ OM 2e " YRect :
sTATHIaRDS:G oFF | | 1.732050808+1
SETCLOCK [FVLOPSTEFRTTTI

2.° método

Estando a calculadora configurada no modo complexo e
na forma algébrica, escreve o ndimero, prime a tecla
MATH e, no menu CMPLX| seleciona a op¢ao 7: »Polar
para converteres o numero a forma trigonométrica. Po-
des obter o valor exato do seu argumento recorrendo a
sua divisio por T e respetiva conversio ao modo de
fragao, conforme imagem abaixo.

MATH NUM PROB FRAC

1:cond( ([2+i)rPolar
2:reall 20 52359822561
3:imaa( oy . (R S
4 aralet angle(Ans) nrFrac g
5:abs( ehon s s o e 2 8Y
6: PRect 1.
7 : =190 O

i N I Mon— 0.5235987756.

L]

Argumento de um niimero complexo
Exercicio 34. a)

Prime a tecla MATH e, no menu CMPLX, seleciona a op-
¢do 4: angle( para obteres o argumento de um numero
complexo. Podes obter o valor exato do seu argumento
recorrendo a sua divisdo por T e respetiva conversio ao
modo de fracdo, conforme imagem abaixo.

[HORHAL FLOAT AUTO a+bi RADIAN HF n

ansle(3+3i) | e, 9.5235987756.

s 02, 5235987756, anslel( -2-{121)/n}Frac

anele(3+31i)/nrFrac -%

.................................................. 2 “4x

. R ) B 1 -2.094395102,
e 82 5235987756, ansle( -2-{12i)

| Pt [ -2.094395102.

Operagdes com numeros complexos na forma
trigonométrica

Podes efetuar operagdes com nimeros complexos com a
calculadora definida em qualquer um dos modos comple-
x0s, algébrica ou trigonométrica, sendo que o resultado
sera apresentado na forma em que estiver a calculadora
configurada. Assim, se pretendes obter o resultado na
forma trigonométrica configura-a nesse modo e, de segui-
da, escreve a expressdo. Utiliza a escrita natural de fra-
¢des para escreveres a expressdo: para tal prime a tecla
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MATH e, no menu FRAC, seleciona a op¢io 1: n/d sem-
pre que pretendes escrever uma fragio.

HORMAL FLOAT AUTD re~(8i) RADIAN HP n HORMAL FLOAT AUTD re™(8i) RADIAN HP n

MATH NUM CMPLX PROB
1:

4: rnsdarUnsd

Operagdes com numeros complexos na forma
trigonométrica e na forma algébrica
Exercicio resolvido 2

Podes efetuar diretamente esta operagdo, com numeros
complexos na forma algébrica e na forma trigonométri-
ca, obtendo o resultado na forma em que estiver definida
a calculadora. Caso a calculadora esteja em modo com-
plexo na forma trigonométrica, obterds o resultado nesta
forma. Podes obter a forma algébrica efetuando a conver-
sdo: utilizando a op¢do 6: »Rect do menu CMPLX e pre-
mindo a tecla MATH .

= MATH NUM PROB FRAC
o e 1:cond(

ireal(
timag(

= 2
JzL A
4:anale(
S
3

192.35519‘!‘!“,
ansle(AnsismrFrac

. 2 ARRIAUNG,

ttJLJ
le B sl
{zi

T U | o
13
[ [T F.9 5
e s€2et33100 oy

T
4. 707106781240, 70710678121
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Resolucio de equacdes em €
Exercicio resolvido 1

Para resolveres equacoes polinomiais deves recorrer a
aplicagio PlySmlt2, premindo a tecla APPS . No menu
principal desta aplicagdo, seleciona a op¢io 1:POLYNO-
MIAL ROOT FINDER e configura adequadamente os
pardmetros da aplicagdo (grau da equacdo, modo real ou
complexo, ...).

[NORHAL FLOAT AUTO re-(8L) RADIAN HF n

[NORHAL FLOAT ALTO re-(8L) RADIAN HP n

PLYSHLTZ APP

T MAIN MENU
1:Finance.. FEPOLYNOMIAL ROOT FINDER
2:Cabrilr 2:SIMULTANEOUS EQN SOLVER
3:CelSheet 3:ABOUT

4:Conics 4:POLY ROOT FINDER HELP
S:EasuData S:SIMULT EGN SOLVER HELP
6: Inequalz 6:QUIT APP

7:Periodic

EAP19Smlt2

F4Prob Sim

=
12645678910
REAL re~(8i)

SCI ENG
@GN 0123456789
I DEGREE

Seleciona a op¢ao NEXT, premindo a tecla GRAPH, e
introduz os coeficientes da equacdo, premindo ENTER
por cada coeficiente. De seguida, seleciona a op¢ao SOL-
VE, premindo a tecla GRAPH, e obterds assim as solugdes
da equacdo.

HORMAL FLOAT AUTOD a+bi RADIAN MP
PLYSHLTZ APP

1x3-  3xi+  6x-
o Pt

x2=1-1.7320508081
x3=1+1.7320508081




Exercicio resolvido 1. a) e b)

Abre uma pagina de graficos e, no editor de funcdes, inse-
re a expressao analitica da fun¢do que se pretende calcu-
lar o limite. De seguida, define adequadamente as confi-
guracoes da tabela e da janela de visualizacdo do grafico
para poderes estudar o limite da fun¢do recorrendo a
andlise dos valores da tabela e do grafico da funcdo na
vizinhanca do ponto em que se pretende calcular o limite.

a) No editor de fun¢des, introduz a expressdo da func¢do
e, de seguida, torna visivel a tabela de valores premindo
as teclas CTRL e T .No menu da aplicacdo tabela, tecla
MENU, configura a tabela adequadamente, colocando
como valor inicial um valor inferior ao ponto do limite,
por exemplo —0,1, e como incremento da tabela 0,01.
Desta forma, podes estudar o limite da fun¢do quando x
tende para 0, escolhendo um intervalo a volta desse valor,
a que chamamos vizinhanca.

1

iwass«n da tabela: (001

| Independente: | Auto 'l
10
T

| |§| | cancetar|

T T T

Na tabela podes observar que, para valores proximos de
0, a funcdo tende para 1, sendo que a fun¢do nido esta
definida em x = 0 . Podes também estudar o limite da
fungio através da andlise do grafico da fun¢io, devendo
para tal fazeres um zoom caixa (teclas CTRL e MENU e,
de seguida, as op¢oes 4:Janela/Zoom >> 2:Zoom — Cai-
xa) centrada no ponto e deslocar o cursor ao longo do
grafico (cursor sobre o grafico, prime as teclas CTRL e
MENU e seleciona as opgdes 7:Tragar >> 1:Tracado do
grafico).

M= ¥

tan(aix |

sardy | [ [ = [fiee= ¥ =
| 1 tan(aix |

tanlx)

)=

x
Jloz, 10 ) B

b) No editor de fung¢oes, introduz a expressio da fungio
e, de seguida, configura a tabela adequadamente colocan-
do como valor inicial um qualquer valor do dominio da
fungdo, por exemplo, —10, e como incremento da tabela
—10. Desta forma, terds a varidvel independente x a ten-
der para —oo. Percorrendo os valores da tabela, verificas
que a funcdo estd a tender para 2 quando x tende para
— 00, isto é, o limite é 2. O mesmo podes constatar percor-
rendo o gréfico da funcao.

% |H(=
xsin@i) |

¥~

| Inicio da tabela: |10

! Passo da tabela I ‘;! .
Indepandents. | Auto & %

i 1

55 Depandnte: o1 i
| —— - i
g [ox] |cancatar 1) sin| =
L EEE— \x/

i -123, 199)

$:} Il-'.. .4|:

Calculo de integrais

Abre uma pagina de graficos e, no editor de fungdes, inse-
re a expressao analitica da fungdo em f1, isto é, f1(x)=x2.
De seguida, com o cursor sobre o gréfico da fungio e re-
correndo ao menu de contexto (teclas CTRL e MENU ),
seleciona as opg¢oes 6:Integral >> 8:Analisar grafico. Na
representagdo grafica da funcdo, indica o limite inferior,
premindo a tecla 1 e depois ENTER, e o limite superior,
premindo tecla 2 e depois ENTER, surgindo de imedia-
to o valor do integral e a sombreado a correspondente

regiao.

1:Recente

104§y

FArbutes
4:Ocular

| 3:Eliminar
6 Editar relag o
T:Tracar L

1:Zero
2:Minimo

3 Méxima
&lntersegio %-P""a
5:dhydc B-CISru
|C:Condigies..

L X
|s9: Eor 1308

/
\ /}'u fe)me?

1 28311312332
L X

458 Ti,o][:.ol 867
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Areas resultantes de intersecgdes
Exercicio resolvido

No editor de func¢oes de uma pdgina de gréificos, introduz
as expressdes das duas pardbolas em f1 e f2, respetiva-
mente, e representa-as graficamente.

No menu da aplicagio de gréficos, tecla MENU , selecio-
na as opgoes 6:Analisar grafico >> 7:Area limitada, fer-
ramenta que permite calcular a drea da regido limitada
entre o grafico de duas fungdes. Com o cursor, identifica
o limite inferior como sendo o ponto de interse¢iao das
curvas com abcissa inferior e, como limite superior, o ou-
tro ponto de intersecdo. Ao premir ENTER surgird o va-
lor da area.

k 1: AgBes
5 2: Ver
[ 3: Introdug So/E digdo
yE 4 JanelaZoom -
5: Tragar : :
‘! Gi Analisar gréfica | (62
<7 Tabela & 3: Méximo rm!-—g. 1
: : > 4 IntersegBo
& B: Geometria 8.S: dyidx 2
#19: Definigdes... |\, 6 Integral Fonts de interpacSo_fas2: x+4
[T ol £ + X
i Fi PE (&) &: Analisar conicas b it inderar 7y E 13 0|
ud Iy H \ TEE 1
- . I", f
\ /
. "\ )'Il'lf\]-—-t 1
H Ponto de intersecio @5 f
H §  TIe—sl (3.55)
H 2 \
: 4 b \ fiwleseen 2
H R \ f2le)=m 2 x4
e 2 [BWES) ]
- —— X I \ X
bmite supenorTheyl 1 . 10| 692 _{_, Py 1 '.I 1308

Exercicio resolvido

Numa pdagina de calculadora, acede a palete de operado-
res matemadtico, clicando a tecla . De seguida, selecio-
na o operador integral e insere todos os campos deste
operador, sendo que para obteres o operador mddulo
(valor absoluto) bastara escreveres abs( e, de seguida, a
expressio. Premindo ENTER obterds o valor numérico
do integral.

- 112
['3 x246:x] dx

e EEE
lol & B3| v [ |fef | do | e 40 £
5%
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Numeros complexos

Para escrever e calcular nimeros complexos devemos ter
em consideracdo as configuragdes do documento em que
estamos a trabalhar. Para acederes as Defini¢oes do docu-
mento, coloca o cursor sobre o simbolo de roldana no

canto superior do ecrd e prime a tecla ENTER ou
entdo prime a tecla e seleciona a opgio 7:Defini-
¢oes e Estado. No parametro relativo ao conjunto de na-
meros a considerar como dominio dos calculos a efetuar,
Real ou Complexo, podes selecionar a opcao Real, a op-
¢do complexo na forma Rectangular (algébrica) ou a op-
¢do complexo na forma Polar (trigonométrica).

1: Ficheiro

2 Edtar Anguto: [Ragiano |
3: Ver Formato de expoentes:
peald [ Rectanguiar ||

ue Faal
Rectangutar

FReal ou Complexo:

Wodo de cilculo

|| Dighos apresemtados: | Flutuanite & ‘

Formato de vectoes: [ poar

Iniciar sessfo... |
|| | Restausas| | Fradetinir| |ox| | cancetas

& 9 Premir para Testar b

Se estiver selecionada a op¢dao Real, num célculo em que
o resultado seja um numero complexo surge uma mensa-
gem de calculo ndo real. Se estiver o modo Rectangular,
surge o resultado na forma algébrica, a+bi. Para introdu-
zires a unidade imagindria i prime a tecla , sendo
que surgird uma paleta com ntiimeros irracionais, simbo-
los e unidades de medida.

“Erro: Caleulo nfio real”

Calcuto ndo real ‘IT
T i
Por gxemplo. 56 0 software estrver na definigSo
Real {{-1) & imvilido -121 114
Para permitir cilculos complexos, altere 3
definegda do modo “Real ou Complexo”™ para
RECTANGULAR ou POLAR

[ ~[e[9]
[al] T B I I




Parte real e parte imaginaria
Exercicio resolvido 1

Numa pégina de calculadora do teu documento, configu-
rado em modo complexo Rectangular ou Polar, podes
obter as vdarias ferramentas/operacdes com numeros
complexos premindo a tecla MENU , selecionando de se-
guida a opcao 9:Complexo e, depois, a operagao/func¢io
pretendida. Podes, ainda, usando o teclado alfanumérico
da tua calculadora, escrever o nome do operador/fun¢io,
por exemplo, escrever «real» (para obter a parte real) ou
«imag» (para obter a parte imagindaria) e, de seguida, en-
tre parénteses, o nimero complexo.

¥ 1: Agles 3

fes 20 Nlmera | 1: Converter para decimal

%= 3 Algebra |2: Aproximar por uma fracgo
ftd4: Célculo  |3: Fatorizar

¥x 1: AgBes
L2 Nlmera | 1: Converter para decimal
=3 Algebra |2 Aproximar por uma fracgso
ftd4: Célculo |3: Fatorizar

@ 5: Probabilid4: Minimo miltiple comum s ilidd: binimo miltink comum

¥ 6: Estatistic{5: Méxime divisor comum 1: Complexo Conjugado AL

53] 7: Matriz e |6: Resto

%¢ 8: Finangas |7: Ferramentas de fragdes 3: Parte imaginaria fragies  »
il 9: Fungdes {&: Ferramentas numéricas 4: Angulo polar éricas

5 Médulo
6: Converter para polares
7: Converter para rectangulares

imag(3e4 ) 4

real(2-7) 2

imag(2-i) 1

e T
ol L

ima, g[-s

Calculos simples
Exercicio resolvido 4

Escreve a unidade imagindria i premindo a tecla e
selecionando a op¢do pretendida de entre as que surgem
na paleta.

[ IET—
I.! “f

“ 1
51 i

|

[ N ~[e[9]

1 I e

Conjugado de um niimero complexo

Para obteres o conjugado de um numero complexo, utili-
za a fun¢io conj(, selecionando-a no menu, tecla MENU ,
e seguindo as opg¢oes 9:Complexo >> 1:Complexo Con-
jugado, ou, entdo, escrevendo a fungido usando o teclado
alfanumérico.

conj(2+3-4) 2-3-¢

conjl4-5- 7 T

1: Complex
2 Parte real
3: Parte imaginéria fragdes  » W,u(i ,—] =y
4: Angulo polar éricas b 2 2

5 Médulo »
6: Converter para polares son(2)
7: Converter para rectangulares

conjlz §) ]

Moédulo de um niimero complexo
Exercicio 18. a)

Para obteres 0 médulo de um nimero complexo, utiliza a
op¢ao 5:Modulo dos niimeros complexos ou escreve, uti-
lizando o teclado alfanumérico, a funcio abs(.

1: Corverter para decimal
Algebra |2: Aproximar por uma fracg 8o |-5-22: 4] 13
{1 & Cdlculo  [3: Fatorizar 4

M 5 Py it biniono eodiltinle comum Il'h_ 1 &
1: Complexo Conjugado e

2 Parte real

3: Parte imagindria fragies »
4: Angulo polar Sncas b

abs(2-54

6: Converter para polares
7: Converter para rectangulares

Inverso de um niimero complexo
Exercicio 23

Para determinares o inverso de um numero complexo,
basta elevd-lo a —1.
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Forma trigonométrica de um niimero complexo

Para escrever na forma trigonométrica um nimero com-
plexo que estd na forma algébrica, podemos optar por
uma de duas formas. Se o documento estiver configurado
em modo complexo Rectangular, usa a fun¢ao de conver-
sdo para polar, 6:Converter para polares, ou, entio, altera
a configuracao do documento para complexo Polar.

L3

1: Converter para decimal =
x=3: Algebra |2 Aproximar por uma fracgo || Digtos spresentados: [Futanes ||
ftd4: Célculo  |3: Fatorizar i Anguto: [Radane |
S ilid4: hinima miiltiola, comum o i m
1: Complexo Conjugado omum P il
2 Parte real Real ou Complexo: Polal
3: Parte imaginiria fragies b Mado de calculo z“'
4: Angulo polar &ricas » ctangutar
5: Médulo _Formato de vectores: [EETTISSSN ~

redermu| Ok |cance|ar

7: Converter para rectangulares

3 ei 17320544

({3 +i)vpotar 0523599 4 5
et S0.523599- 7,

Exercicio 34. a)
Argumento de um niimero complexo

Para obteres o argumento de um nimero complexo, utili-
za a funcio 4:Angulo polar dos nimeros complexos ou
escreve, utilizando o teclado alfanumérico, a funcao an-
gle(. Podes obter o valor do argumento do niimero com-
plexo em m radianos, dividindo o argumento por w e

aproximando esse valor a uma fragio.

1: Converter para decimal
=3 ﬁ\lgebra 2: Aprosdmar por uma fracgdo ’ﬂsleb‘d'? -'}
ft1 4 Calculo |3: Fatorizar F
58 5: Prohabilidd Minima miiiola comum sngie3+f3 4 bapproxFraction (5 e-14)
1: Complexo Conjugado amum

2 Parte real

3 Parte imaginéria fragies P 6
Emh» éricas b

5 Médulo » i
6: Converter para polares .

7: Converter para rectangulares

0.523599
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Operagoes com niimeros complexos na forma
trigonométrica

Com a calculadora configurada para a forma trigonomé-
trica, basta escrever a expressdo. Podes obter o valor do
argumento do ndmero complexo em 7w radianos, divi-
dindo o argumento por T e aproximando esse valor a
uma fracio.

x ‘

Operagdes com numeros complexos na forma
trigonométrica e na forma algébrica
Exercicio resolvido 2

Podes efetuar diretamente esta operagdo, com numeros
complexos na forma algébrica e na forma trigonométri-
ca, sendo que o resultado surgird no modo em que estiver
configurado nesse momento o documento, em modo
complexo Polar (forma trigonométrica) ou em modo
complexo Rectangular (forma algébrica).

{.. x |13 ’2 15619 4
G
B osd) o100

Sz

H2+d)2-10 ¢
z i

070710740 TOT107 & =




Resolucio de equagdes em €
Exercicio resolvido 1

No menu da aplicagdo Calculadora, tecla MENU, selecio-
na as opgoes 3:Algebra >> 3:Ferramentas polinomiais >>
1:Calcular raizes do polinémio... . Na janela, configura
adequadamente os parametros grau do polinémio e do-
minio para o calculo das raizes, neste caso, Grau: 3 e Rai-
zes: Complexo.

¥y 1: Agdes

¥y 1: Agles
15 2: Mimero

14: Calct2: Resobver Sist. de Eq. lneares...
1 Calcular rai Grmio. . 0

2 Raizes reais do polindmio

3 Raizes complexas do polindmio
€ 5. Finanga

[fl] : Fungdes e Programas b

: Finangas
[fl] : Fungdes e Programas b

o
Complexo L]

Raal

Introduz os os coeficientes do polinémio e pressiona o
botio OK ou a tecla ENTER para obteres as solugdes da
equacgio, que surgirdo no modo em que estiver configura-
do o documento.

umento
Pol ConfiguragSo da unidade portatil...
SPolldEstado...

ePoigRoctsle® -3 x+6-x-4x)
{1.1.-1.73205 .1 +1.73205 ¢}

+6 X-4.%)

L0472 P, 104724 .,}
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Trigonometria

e Funcoes
Trigonométricas

1. Formulas trigonométricas

1] V6+V2
4

a) sen (x —y)=sen [x + (-y)] =
=senx cos(—y) +sen(—y) cosx =
=Senx cosy — seny cosx

b) cos(2x)=cos (x +x) =
= COSX COSX — Senx senx =

= COSZX - senzx

a) ——— e = b) \/=
a2
2

a) Como cosx=BTS, vem BS=4cosx ,

pelo que DC=3+4cosx .

Como senx=%,vem CS=4senx .

Portanto, A (x) =w X4senx =
:% X4senx =

=(3+2cosx)x4senx =

=12senx +4 X 2senx cosx =
=12senx + 4sen(2x)

b) A (g) = 1236n§+4senﬂ:=
=12x14+4x0=12

Interpretacio geométrica: quando x :% s
o ponto C coincide com o ponto Q eo
ponto D coincide com o ponto P, pelo
que o quadrilatero [ABCD] coincide com
o retdngulo [ABQP], cuja drea é
3x4=12.

a) x:anVx:—23—n+2kn,kEZ

b) x=g+2kn,k€Z

198 Respostas dos exercicios propostos

n Conjunto-solugio: {—5—7‘ _I _E}
n sen 105°=@;

cos105°=@; 105°=—2-/3

5vV3-2 16
2Vo74 ) 28
A T3 ) &5
10 [
5
V3 V2 1
Yo p) X< S
a) > ) 5 c) "
sen (x —
o S oY)
cosxcosy
_senxcosy—senycosx_
- cosxcosy B
_senxcosy_senycosx_
- COSXx COS)/ COSXx COS)/ -
senx seny
= - =tgx—tgy
COSXx COSy
senx+w
b) tgx+1tgy COSX COSy

tgx—tgy senx seny

COsx cosy

Senx cosy +seny cosx
COsx cosy

Senx Cosy —seny cosx

COsXx cosy

Senx Cosy +seny cosx

SENX COSy — Seny cosx
_sen(x+y)
" sen (x—y)

c) sen(3x)=sen(2x +x) =
=sen(2x) cosx + senx cos (2x) =
=2senx cosx cosx + senx (cos2x — sen?x) =
=2senx (1 -sen2x) +senx (1 -2sen?x) =
=2senx —2sen’x +senx —2sen3x =

=3senx —4sen3x

d) cos(4x)=cos [2 X (2x)] =
=c0s2(2x) — sen2(2x) =
=cos?(2x) - [1 — cos? (Zx)] =
=2cos2(2x) - 1=
=2(cos2x — senlx)2 -1=
=2 [coszx -(1- coszx)] g 1=
=2(2cos2x — 1)2— 1=
=2(4cos*x —4costx+1)—1=

=8cos*x —8cos?x+ 1

1 —cos(2x) _ 1 —(cos2x —sen2x) _

sen (2x) 2senx cosx
_1-cos’x+sen?x_ _ 2sen’x _
2senx cosx 2senx cosx
n
ZSeNX _ oy
cosx

1—-cos(2x15°) _ 1 —cos(30°) _

b) tg15°=

sen (2 x 15°) sen (30°)
_V3 7
_ 2 _ 3 _
= —<1—T>><2—2—\/§

1
2

a) cos15°=cos(45°-30°) =
=c0s45°cos30°+sen45°sen30° =

V2 V3, V2 1 Ve+V2
2772 7272 4

b) 1+cos(2x) _ 1 +cos?x —sen?x _

2 2
_1-sen?x +cos?x _ 2cos>x —cos’x
2
1—cos(Zx)=1—(coszx—sen2x)=
2 2
:1—coszaé+sen2x=2se2nzxzsen2x
1- 2x7,5°
c) Tem-se sen27,5°=%=
Ve+V2
_1-cos15° _ 4 :4—\/5—\/2
2 2 8

pelo que sen7,5°=

Mzo 131
8 ’ ’

1 2 ¢
Tem-se cos27,5°=w=
1 Y6+v2
_1+cos15°_ 4 _4+V6+V2
2 2 8

pelo que cos7,5°=

Mz 0,991 .

E (sen o+ sen B) (cos o+ cosB) =
= (sen o+ cos o) (cos o +sen o) =
=(senc+cosa) =

=sen20,+ 2sen o, cosol + cos2 oL =

=1+sen(2o)

a) 1
3-4V3

b)



a) x:kn:\/x:—g+kn,k€Z
b) x:§+anx:%+kn,k€Z
2km 2km
Z2RT\,  J2RT b ez
c) x 3 x==3 ,k
d)x=2/ean=§+2kn,kez
e) x:§+2anx:§+2kn,k€Z

f) x=g+2kn\/x=32—n+2kn,k€Z

T T 7T 4n
ST x=Ry = Ty =T
@ - 6 FT3VYTE VT
T St
=T\ x=2T
& - TR
224

a) Area do retangulo [ABCD] =
=ADxAB=
=2coso x seno,=sen (20

1
b)2

22]
+
2 e -

_senx cosy +seny cos x _

COsSX COSYy —senx sen 'y

senx cosy 4 seny cosx

_ COSX COSY COSX COSy  tgx +tgy

cosx cosy senxseny 1—tgxXtgy
COSX COSY  COSX COSY

b) 2v2 -3

2. Limites e derivadas de
funcoes trigonométricas

a) 1 b) 1 c) 2 d) 1

a) limof("):hm 4-4cosx _

xHO’x(x + senx)
—lim 4(1 - cosx)(1+cosx) _
x—0"x (o + senx) (1 + cos x)

) . — cos?

— lim 4 % 1-cos?x _

+—0 1+cosx  x—0 x(x+senx)

_ 4 < li sen’x  _
1+cos0  x—0 x(x+senx)

=2 x lim 30X  |jm —S€0X  _
x—0 X x—0 X+Senx

senx
=2x1xlim —X =
x—0 1+senx
x

1
—2x1 -1
X

lim f(x)=sen0+cos0=0+1=1

x—0"

Como lim f(x)=lim f(x)=£(0), f é
x—0" x—0"

continua no ponto 0.

b) —2m, 3% 7%

4° 4
a) 4cosx+ 3sen(3x)
b) x cosx
) —1
1+ cosx
d) sen(2x)
e) 3sen?x cos?x —sentx

1—cosx
senzx

1+senx
cos2x

h) 2mx cos(2mx)

a) Area do quadrilitero [OPQR] = Area do tra-
pézio [PORS] — Area do tridngulo [OPS] =

_1 +COSX (1 | gop ) — COSXSENX _

g)

2
_ (1 +cosx)(1+senx) _cosxsenx _
2 2
_1+senx+cosx+cosx senx _ cosx senx _
2 2
_1+senx+cosx
2
by &
) %
c) flo)=1

Interpretacdo: f(0) é a area do quadrado
[OBOR] .

lim flx)=1
—(3)
Interpretacdo: lim f(x) ¢é a drea do

PN

2
tridngulo [AQR].

m A concavidade do gréifico estd voltada

2
0, g ?n, T
o 2n
373
Existem dois pontos de inflexdo: um com

abcissa % e outro com abcissa % .

m y=2x+1

para cima nos intervalos

€

€

est4 voltada para baixo no intervalo

a) % b) V2

o) 2 d) +oo
T

e) % f) V3

g) +o© h) 0

30]

a) m

b) O grafico de f tem uma assintota vertical,
de equagdo x=m.

a) 2V3
b) 0, 23i en
o 10+4V5
N
d) Existe uma assintota vertical, de equagio
=
x=7.
3 3n . Sm
a) p b) 5 e 5 c) 1
a) 1+V2
b4, 8 10 14 16
3’33373

c) A fungio f é continua no ponto 1.

& s
35

a) 2cosx —3sen(3x)

b) —sen(2x)
1
©) 1+senx

d) 2cos(2x)cos(3x) — 3sen(2x) sen (3x)
e) cos*x — 3sen?x —cos?x

f) xcosx

g) tgix

2
h 1+senx

2cosdx

a) 6

b) A reta de equagdo y=x éa Unica assintota
ndo vertical ao grafico de f.

n
4

c) y=x+1
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a) y=4x

b) A concavidade do grifico estd voltada para

cima nos intervalos |-m, | e 5—“, | e
6 6
estd voltada para baixo no intervalo %, 5?“] .

Existem dois pontos de inflexdo: um com

abcissa % e outro com abcissa 5?75 .

a) Existem duas assintotas verticais, uma de
equagdo x =0 e outra de equagio x=T1.

b) A fungio é decrescente no intervalo ]O,g]

e é crescente no intervalo [g, n[ .

A fung¢do tem um minimo para x :g .

c) Tem-se:
T

- a funcio é continua no intervalo 73

-f(%):nﬁ:z,m;

230

©2,15<2,3<2,41

Portanto, pelo teorema de Bolzano-Cauchy,

tem-se que dc € %’g :fle)=2,3.
(6 +V3 ) T
d) oFrVoIn
6
m Tem-se f'(x)=—senx .
Por outro lado, tem-se que
a+b=n&<=b=n-a.
Portanto,
- o declive dareta 7 é f'(a)=—sena;

é
- o declive da reta s é
f(b)=—senb=—sen(t—a)=—sena

Logo, as retas 7 e s tém o mesmo declive,
pelo que sdo paralelas.

a) Area da regiio azul =
= Area do tridngulo [ABP] +
+ Area do triangulo [BCP] =

_ABxEP , BCxFP _
2 2
=1><senx+1><(l—cosx)=
2 2
senx , 1 —cosx
=22 4 - P
2 2
_1+senx—cosx
2
10
b) =2
) 13
T\ _1
2 “(4)_2
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Quando x :% ,o0ponto P pertence ao

segmento de reta [AC], pelo que a regido
colorida a azul é o tridngulo [ABC] cuja

fona
areaé o

d

~

Perimetro da regido azul =
=AB+BC+AP+PC=
=1+1+1+PC=3+PC

Tem-se ﬁzzﬁz+ﬁz , donde vem:
P_C2=(l —cosx)2+(l —senx)Z =
@ﬁzzl—2c05x+

+cos?x +1—2senx +sen?x <
<:>P_C2:3—2003x—2senx<:>
<:>P7CZ:3—2(senx+cosx)<:>

¢ PC=1/3-2(senx +cosx)

Portanto, o perimetro da regido colorida a

azul é igual a 3 +1/3 -2 (senx +cosx) .

T
T)\-4
ek <2>
Quando x =§ ,oponto P coincide com o
ponto D, pelo que a regido colorida a azul

¢ o quadrado [ABCD] cujo perimetro é 4.
o
) %

3. Osciladores harménicos
e asegunda lei de Newton

a) 12

b) [-1,3]

c) x=12kVx=—4+12k,kEZ
d) x=4+ 12k, kEZ

e) x=—2+12k,kEZ

f)

m f(x)=4cos(n?x+23—n)—l
44
a) 6m

a) {(xER: x#2+6k,kEZ}

b) 9m c) 2hel4h

b) R c) 6 d) 4
e) x=-3+6k,kEZ
f) +o0 g) —©

h)
yAL

/
A

/

a) 2
b) Maior: 2; menor: —2.
c) 2 segundos

d) 30

a) f(t)=4cos (%t+%)

b) Amplitude: 4; pulsagio: g;

periodo: 6; fase: 23,—71-'

48]
a) x(t)=sen(nt) = cos <n:t + 32—n>

b) Amplitude: 1; pulsagio: = ;

periodo: 2; frequéncia: % ;

fase: 3n

2
a) x(r)=3sen (%) + 3cos<%t) =
= 1lsen(%t+%):\/12cos(%t+5?n)

Amplitude: V12 ; periodo: 8;
frequéncia: %;fase: 53—“
10 22 34 46 58
373737373

b

~

c)

m f'(x) +f(x) =2cosx &
< (cosx +senx) + cosx + senx = 2cosx <
& —senx +Cosx + cosx +senx =2cosx ,

o que é verdade.

m Seja x(¢) a abcissa do ponto P no ins-
tante ¢ e seja d a distincia do ponto P ao
ponto de equilibrio. Como o ponto P tem ab-
cissa positiva, tem-se d=x(¢) .

Como o ponto P esta a direita do ponto de
equilibrio, a forca F exercida pela mola sobre
P tem sentido negativo. De acordo com a lei
de Hooke, o médulo desta forca é proporcional
a distdncia d a que P se encontra do ponto
de equilibrio.



Tem-se, portanto, F=—kd ,onde k éa
constante de proporcionalidade. Vem, entdo:

F=-kd=—kx().

De acordo com a segunda lei de Newton, esta
forga é igual ao produto da massa m pela
aceleracdo do ponto P, ou seja, F=mx"(z) .

Portanto, mx"(t) =—kx(z) .

a) 45
b) V5 cos (3t+3,6)

Teste 1 5"‘5

Pags. 38 e 39

Grupo |
1. (D)
2. (€)
3. (A)
4. (D)
5. (B)
Grupo Il
1 _\/§+2\/§
’ 6
2. a) flo)=+7
0 r(3)-0

¢) O gréafico da fungdo f tem a concavidade
voltada para baixo nos intervalos

0, % e [34—75, | e tem a concavidade
voltada para cima no intervalo %, %

Os pontos de abcissas % e 34—“ sdo pon-

tos de inflexdo do grafico da fungido f.

131
d)y —=
)12(

u.a.)

3. a) Areta de equacio y=1 éassintota ho-
rizontal ao gréfico da fun¢do g, quando
X——00.

As retas de equacdes x=0 e x=m
sdo assintotas verticais ao grafico da

fungdo g.
b) A fung¢io é decrescente no intervalo
] 0, %] e é crescente no intervalo %’ T .
A fungdo atinge um minimo relativo para
x=Z,
3
4.2
5. a) 252
1
b) L
) 15

a) x=6kVx=-2+6k,kEZ
b) 6

o) [-1,3]

d) x=2+6kkEZ

e) x=—1+6k,kEZ

TANTAN j;IT(\V/\é

a) 4sen<—x +l) +2

2n

S 10
b) 556n<%x> +2

c) Zsen<Lx +l> +3

50 25
56|

a) 12
b) [-6,4]

c) 5cos<gx+%> -1
—2tg<%x+§) +2

a) 18 h 7 min b) 61

a) a=1,8; b=g; c=g; d=6,1

b) 54 minutos

a) -4
b) Maior abcissa: 8; menor abcissa: —8.
c) Amplitude: 8; pulsacio: g;
fase: z?n; periodo: 12;
PO |
f P
requéncia: 75

a) Msen(Bt)+ Ncos(Bt) =

7VMZ+NZ [M sen(Bt) + Ncos (Bt)]

M+ N*
VM +N* [7]\4 sen(Bt) +
M +N*

VM + N
=VM*+ N? [-sen(C) sen (Bt) +

+cos(C) cos(Br)] =

=VM*+ N’ cos(Bt + C)
b)) V18 cos<2t+%)

b,) V2 cos (nt + %)

+ Lcos (Bt)] =

b,) 4 cos<3nt + %)

b,) 8 cos(t + %)

b;) Scos(8t+5,64)

a) x"(t)=—9x(2)
b) x(#) =S5 cos (3¢+2,5)
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a) x:%n+2kn,k€Z
b) x=n+4kn, kEZ

c) xzkz—n,kEZ
7

1 9

93]

a) Df:IR\{xEIR:<EIkEZ:x:kZ—n)}
b) Para x € D, tem-se:

n n2x + cos?
tgx+ 1 _senx  cosx_ sen?x +cos’x

tgx Ccosx senx Senx Cosx

_ 1 _ 2 __ 2
senx cosx 2senxcosx sen(2x)

n Sn

12° 12

7n 1in

c) CS.= >’ 12

E

a) f(a)=ﬁ§@— (1-cosa) (ztg(x—senoc) _
_ l'gO(,—SeIlO(—SeHOC-I—SCI’IOLCOSOL_
= 5 =
_2tgo—4seno+2sen0 cosol
= 4 =
_ 2tgo—4seno +sen (20

4

9+4/5

b
) 20

a) sen%z:(:} R=Exsen%<:>
@R:ZExsen%
2n
b) 0=2" P=nx2x1xsent=
n 2

=2nsenl
n

0 sen” 5

. X0 o 1

c) hm<2nsenE> = 2lim 1” =
n

n
sen
=2nlim—2=2nx1=2n,
n
pois a sucessio de termo geral T tende
n
para O e lim 30X =1

x—0 X
Este limite é o perimetro do circulo de raio 1,
que € o limite da sucessdo dos perimetros
dos poligonos regulares inscritos numa
circunferéncia de raio 1, quando o niimero
de lados tende para +oo .
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_1
a) 3
b) 1
c) -1
V2
d) Y=
) 4
m a:—% ou a=%
. OR+PO —
a) Area=o ; QxRQ:
1,1 cosa
_2 22 ><Senoc:senoc—s;nou:osoz:
=Zsena—Zsenacosa=ZSCHOC—SCH(Z(X)
4 4
b) f(%)Z%'quando xz%,oponto P

coincide com o ponto A e o quadrilatero

[OPOR] é um retangulo de largura igual
aze altura igual a 1.

2n
c) 3
p 2n T T
t L2 I Y TS5
a) f écrescente em |—T 3] em |-3,3
eem [23—75,15 ; f é decrescente em
_2n _m n 2m| .
3073 30
_2n\_V3 _2n <£>_£ T
f( 3)‘2 3 ¢N\3)=7 r3 s

maximos relativos e

f(_l> __V3_n, f<2£> __V3, o

3 2 3 3 2 3

sdo minimos relativos.

b) 3

c) fla)+f(b)=sen(2a) +a+sen(2b)+ b=
=sen(2a) +sen (2b) + =
=sen(2a)+sen(2(n—a))+n=
=sen(2a)+sen(2n—2a)+n=
=sen(2a)+sen(—2a)+n=
=sen (2a)—sen(2a)+n=m

a) 107 149,52 euros
b) E o segmento de reta [FC] .

c) BC= 2 S tgxzi_, ﬁ=4—i
senx 4_FB tgx

c(x):(4—i)x15+ 2 .25
tgx

senx
=60-30 . 50 _
tgx  senx
—go_30cosx 50 _
senx  senx
:6O+50—30cosx
senx
3
d =2
) cosx 5

B po-(1,e-1

102 f(—%):—§—§+1<0 ¢

£0)=0-0+1>0
o

A fungdo f é continua em e

f(—%) <0<f(0), portanto, o teorema de

Bolzano-Cauchy permite concluir que a
fungdo f tem pelo menos um zero em

f'(x)=cosx +2;assim, Vx ER, f'(x)>0 e,
portanto, a fungdo [ € crescente, de onde se
conclui que ndo pode ter mais do que um zero.

Como nao pode tem mais do que um zero,
conclui-se que tem exatamente um zero que

pertence ao intervalo ]—g, 0[ .

sen(n+h)+n+h-0-=

a) f'(r)=lim =
h—0

h
s —senh b\ __ _
_lhli.no<—h +h> 1+1=0
b) y=2x-2n

c) Seja g a funcdo de dominio |0, x|,
definida por g(x) = W% _

A fungio g dd adrea do triangulo [OPQ] .

’|

O valor de x , arredondado as centésimas,
é2,03.

a) limo glx) —g(0) senx _

+ lim £+42lim

x—0 X x—0 X
=g(0)+1+2=0+3=3

b) g"(x)=1+2cosx ; o grafico tem a
concavidade voltada para cima em

—%, 23—n e tem a concavidade voltada
para baixo em —n,—% e em [Z?R, n] .




_ T kn
a) x—kn\/x—4+ 5 kEZ

b) fla)=-55
c) y:—gx+%+§

a) A funcio é continua.

1+

lim flx)=1+ o e
(2
lim  flx)=1+1E0__
() !
2
As retas de equacdes x :g e x= % sdo

as unicas assintotas verticais.

Nio ha assintotas nio verticais porque o
dominio é um conjunto limitado.

b) filx) =225

= filmr) =1 é maximo.
cos2x

6n-2V3n

c) A= 9

a) x=1¢e y=2x+1

1 cosx Xx—senx _ 1
b) f(x)=— cosxXx—senx _ 1 .
) =159 X2 0’
f' y =0,1
—_ N
—41 i
f(—4,066) =~ 1,8

A reta tangente ao grafico da fungio no
ponto A(—4,1; 1,8) é paralela a reta de
equagao 10y—-x=0.

m 0,266 m
@ f'(—g)z—n+2<0 e f(0)=1>0
A fungdo f' é continua em [—g, 0] e

f(—%) <0<£(0), portanto, o teorema de

Bolzano-Cauchy permite concluir que a
fungdo f' tem pelo menos um zero em

T
T g [ .
5
f'(x)=2—cosx ; assim, Vx €ER, f'(x)<0 e,
portanto, a fun¢do f' é decrescente, de onde

se conclui que ndo pode ter mais do que um
zero.

Como nio pode ter mais do que um zero, con-
clui-se que f' tem exatamente um zero que

pertence ao intervalo ]—g, O[ e que ¢ abcissa

do tnico extremo relativo da func¢do f.

a) A reta de equacdo x= —g ¢ a unica
assintota vertical.

b) lim [In(2e*—x)—x] = lim (lrIZe’;_;x) =
=In(2)

A reta de equagdo y=x+In(2) é assintota
ao graficode f,em +oo.

=16—87‘cx+8—2n

c)y p p

a) Asretas de equagoes x=—1 e x=1 sdo
as unicas assintotas verticais.

b) f(x)=1-—F—j;
2cos2 X
f' ndo tem zeros, é negativa em ]— 1, 1[ ;
portanto, f é decrescente;
T2 sen(mx)

frlx)=——""+;

X
4cost—
2

o grafico tem a concavidade voltada para
cima em ]—1, 0] e tem a concavidade
voltada para baixo em [0, 1[ ; o ponto de
coordenadas (0, 0) é ponto de inflexdo.

a) Asretas de equagoes x=0, x== e x=T
sd0 as unicas assintotas.
_ —8cos (2x)esn ) h(ﬂj) 4
=—————; h{3)=
(esen(Zx) _ 1)
minimo relativo e h(%) = 14 7
L. . el—
maximo relativo;

] 4 4
D,,—] oo’efl—l] U [e_l,+oo[.

a) Para qualquer x €ER:

b) h'(x)

flx + 2m) =sen (x + 21) + cos (x + 21) =
=senx + cosx = f(x)

b) f'(x)=cosx—senx ; f é crescente em [O, %]

Sn . T ST
eem [4 , 21| e é decrescente em Tl
f(%) =v/2 é maximo absoluto e
f(54—n> =—v/2 é minimo absoluto da

restricio de f ao intervalo [0, 2] .
Dado que 2m é periodo da fungdo f,
o seu contradominio é [-v2, V2] .

7
c) —%

d) f"(x)=—senx —cosx =—(senx + cosx) =—f(x)
f(x)=0 < flx) =0 <:>x=¥+kn:, =y

Como f" muda de sinal nestes valores, eles
sdo as abcissas dos pontos de inflexdo.

m D/=R; f é continua e tem periodo
_ 2cosx+1

(2 +cos x)2 ’
no intervalo [0, 2x] , a fungdo é crescente

fundamental 27w ; f'(x)

em |0, 23—75 eem [4%, Zn] e é decrescente
em 2—“, 4n ; f(z—n> =£ é maximo
3’3 3 3
absoluto e f(g—n> :—g ¢ minimo absoluto.
= va.val .

D,=R\{x ER:x=2kn, k EZ} ; g écontinua
e tem periodo fundamental 4n ; as retas de equa-
¢Oes x=2km, k€ Z sio assintotas verticais;

x
' —SCOS(E
g(x):—x
2=
2sen (2>

a fungio € crescente em [n, 21t[ eem ]21:, 31t]

; no intervalo ]O, 471',[ s

e é decrescente em ]O, 1t] eem [375, 415[ ;

f(rc) =35 é minimo relativo e f(31t) =-5¢
maximo relativo.

D' ,=]-00,=5]U[S5,+00[

m As fungdes tém igual dominio,
contradominio e periodo fundamental.
Também atingem os extremos nos mesmos
pontos, mas, no caso do grafico A, o minimo é
atingido em pontos em que nio existe derivada
e, no caso do grafico B, o minimo ¢ atingido em
pontos em que a derivada é 0. O grafico A
corresponde a fungdo g e o grafico B
corresponde a fungdo f.

a) A fungio é crescente em ]%’ n] eé

decrescente em [n, 32_71:[ 3
_1
fir)=e * é maximo (absoluto).

b) Nao existem assintotas.

c) D ’:]0, ei%]

n 2n
2’3

o [ix 3

d) CS.= =3

a) 129,61 m*
b) ED=10cosc, h=10sena,

(10+2x10cosa) + 10
2

=(10+10cosa) x 10sena =

Alo) = X 10sena =

=100sena+ 50 x 2seno coso=
=100senco.+ 50sen(2a)

A'(0) =100(cos o+ cos (2a1)) 5

a drea ¢ maxima para o :% .

Respostas dos exercicios propostos 203



¢) lim  A(o)=100
—(3)
Quando o tende para g, o ponto D
desloca-se para F e o ponto A desloca-se
para G . Portanto, o trapézio tende para o
quadrado [GBCF], que é um quadrado de
area 100 porque tem lado 10.

B C

d

65

~

A fungdo A é continua em

A(%) ~106 e A(%) =~93.

Dado que A(%) <100< A(%) , 0 teorema
de Bolzano—Cauchy permite concluir que

Jo €

a) Este limite é g'(m)=2.

:A(o) =100 .

56

b) g"(x) =—cosx ;
g'"(x)=0 <:>x:§+kn:,kEZ

No intervalo [0, 2x] , os zeros de g" sido
n  3n

5 €5 que correspondem a dois pontos de

inflexdo; concavidade voltada para cima

T 3n
2’72

em e concavidade voltada para

3n Zn[

baixo em eem | =5,

0.k
2

¢) A afirmagao traduz que g é crescenteem R,
o que é verdade, pois Vx €EIR, g'(x) >0
(recorda que senx € [-1, 1])

d) Como o declive da reta tangente ao grafico
de g num ponto é o valor da derivada na
abcissa desse ponto, vamos representar a
funcio o' _4

ungdo g' eareta y==.
A resposta é a abcissa do ponto em que os

graficos se intersetam e que tem maior

abcissa negativa: x =-3,9 .

[EXE]:Shaw cmdlultu

EEaNeRa

II!'I'S!C'I'

Aw-3,87132031 Nw]
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a) 11m flx)=In(07) =
ll_rg[f n(0") =

As retas de equagdes x =—-T e x =T sdo
assintotas verticais. Nao ha outras assintotas
verticais porque a funcdo é continua no
dominio.

Nao ha assintotas nio verticais porque o
dominio é um intervalo limitado.

b) fi(x)=—3%_ . A0)=1In(2) é maximo
cosx + 1
absoluto.
D= J-o0,1n (2)]
iy — —Cosx—1 _ 1
©) f(x)_(cosx+1)z 1+ cosx

f" ndo tem zeros; como a funcao é duas
vezes derivdvel no dominio, ndo hd pontos
de inflexdo.

a) E a soma de duas func¢des continuas.

.. 3n
b) g é positiva e crescente em ]—, 275] .

2
c) glx)=0=>x€ [%,32—71:]
d) D', =[0,2]
e)

a) AP=1-cosa e h=sena;
(1—cosa) xsena

Area:f:
_seno, _cososenc _
2 2
_seno _2coso seno _seno. sen(2at)
2 4 2 4
3\f
b) —— (ua)
c) 0,54

a) D=IR\ xe|R:(3keZ:x:§+knv
VEIkEZ:x:§+kn)};zeros: kn,kEZ

b) D=R\{x ER: (Fk EZ:x=2kn)} ;
zeros: T+ 2kn, kEZ
¢) D=R\ xE|R;(3kezzx=%T“+knv

VIAREZ :x= g + kn)} ; NA0 existem zeros.

Fun- Periodo
- D' | funda- Transformacoes
¢ao
mental

Translagio de vetor <%, O) S
¢ | [1,5] P seguida de dilatagao vertical

de coeficiente 2, seguida de

translagdo de vetor (0, 3)

Translacio de vetor
(—g, 0), seguida de
contracao horizontal de

coeficiente %

Translagdo de vetor

(*%, 0], seguida de
contracio horizontal de

3 coeficiente %, seguida de
contragdo vertical de

coeficiente %

Dilatacio horizontal de
coeficiente 2, seguida de
dilatagao vertical de
coeficiente 2, seguida de
reflexdo de eixo Ox ,
seguida de translagao de
vetor (0, 1)

a) Por exemplo, a=4, b=3 e c=n.
b)) h(x)=0 <> x= §+kn kEZ

b,) O menor é _%n e o maior é % .

2
a) a-b=3Aa-bcos(3n)=13
b) 9 h 43 min

a) Dado que: t€ [O, 24[ = %t (S [O, 41t[ s
o contradominio da fun¢do definida por
cos( 6 ) é [-1,1] ; portanto, o contrado-

minio da fungio /h ¢ [7,11].Como

h(0) =7, conclui-se que as zero horas
ocorre uma maré baixa (profundidade
minima) que, necessariamente, é a primeira
desse dia.

b) 12 horas, pois o intervalo de tempo entre

duas marés baixas corresponde ao periodo

fundamental da func¢do que é 2% =12.

6
c) A embarcag¢do pode ter entrado no porto

entre as 4 horas e as 8 horas ou entre as
16 horas e as 20 horas.



m Por exemplo: a=5, b=m, c=
d=3.

¢

oA

E Por exemplo: a=2, b=0,5, c=4,4 ¢
d=4.

E ) cos( 2>+1,

glx)=2cos(x+m)+1, h(x)= %cos<2x+32—n>

e j(x)=cos<§+37n>+2
a) A(t)=28 <> t=14h 18 min
b) 8 horas

c) Obter o grafico de A(t) -~ M(#) na
janela [0,24]x[0,20] e determinar o
méaximo: ocorre as 13 h e 27 min
(aproximadamente).

m S' (¢) = km cos (kt) — nk sen (kt)
S"(1) =—k*msen (kt) — nk*cos (ke
§"(0) _ IS

sk

E a=12,b=6 e c=3.
133

a) —2sen (t—%) =

=-2 (sent cosT—sen® cos t> =
6 6

\/g >
=-2 _— - =
<sent>< cost

3 sent+cost
b) 2
) [-2,2]

a) =2 b) Seis

135
a) V3

b) 0,44 s; o ponto P inverte, pela primeira
vez, o sentido em que se desloca.

a) Amplitude: 0,5; periodo: 1;

pulsagio: 2m; fase: %

b) x(f)= 05cos<2nt+32—“)

c) 1 min 15 s corresponde a 1,25 min;
portanto uma equacao que traduz o
problema é x()=x(1,25) ; os instantes sdo
0,255s,1,25s,2,25se 3,25 s.

137]
a) x(t)= V2cos <%t + %)

2

_k®
b) 9
=4
a) t—3

b) A afirmacdo ¢ falsa porque a funcio é
crescente em [O, l] mas é decrescente
em [%, 1] . Portanto, durante o primeiro

segundo, o ponto P s6 se afasta da origem
no primeiro ter¢o de segundo.

c) b=-1
a) 3cos6
7 _ 3\/§
b) 3cos= < -
c) e_EJrz t€[0,24]

d i ) do é

) x(t)= 3cos<12 += 5 e esta expressdo é da
forma Acos(wt+¢) com A>0, ©>0 e
o€ [0, Zn[ ; Amplitude: 3; pulsacdo: % ;
periodo: 24; fase: %

a) Nos instantes 2s,6se §8s.
b) A fungio x é continua em [3,4],

x(3)=3 +25€n<n+g> =3 —256n(%> =2 e

x(4)= 3+25€n<43n+2') 3+25en<32n> 1.

Dado que x(4)<1,5<x(3), o teorema de
Bolzano- Cauchy permite concluir que
FtE]3,4[:x(t)=1,5 .

) dit)=x(t)-3 :2003<%t+53—n>

d) Amplitude: 2; pulsacio: g; fase: 5?”

periodo: 6; frequéncia: %

m A area total é igual a soma da 4rea
lateral com a drea da base.

Tem-se 2ABF + % +0o.=21, portanto,

ABF=3n_¢0
4 2

AB= 2X4cos<34n %) e, designando por b a
3n a)_

altura de uma face, tem-se b= 4sen( o

Entdo, a 4rea de cada face é dada por:

3n_ o 3n_o
2><4cos<4 2>><4sen< )

4 2
2
3n_o 3n_ o
o 2><4cos<4 2>X4sen<7 2)
ra, 3 =

Portanto, a drea de cada face é —8cosa. .
Area da base = AB =64 c052<‘1—n— %) =

3n_o
=32 x2cos? o).
X 2 cos ( )

De cos(2x)=2cos?x— 1, conclui-se que
2cos2x=cos(2x)+1;

3j_ﬁ>=
4 2

3n_o _
—cos[2><<4 E)] +1=

=cos(%—(x)+l=—sen(x+1 .

entdo, 2 cosl<

Portanto,

Area da base = 32(-seno.+ 1) =32 —32seno.
e a 4rea total é dada por:
32-32seno+4x(—8cosa) =

=32 -32(seno.+ cos )

m Vx € R, cos(2x) =2 cos?x — 1, portanto,
Vx € R, cosx =2 cos? (%) -1.
Ora, cosx =2cos? (g) -1

< cosx + 1 =2cos? (%) =

= 7“)8’26 +1_ cos? <§) =

1+cosx
[= _\/—
cos(z) >

sen A

tgA _sen?A cosA _sen?A
tgB sen?B senB  sen?B

cosB
senA sen?B _ sen B sen? A
cosA cosB

senB _senA

cosA cosB
—>senB cosB=senA cosA =
—> 2senBcosB=2senA cosA =

—> sen (2B) =sen(2A)
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Como o tridngulo é escaleno, nio pode ser Entdo, [ (arctg%) <0, de onde se conclui -1 4 (l) X 1 =

_ Tl+xr \x 1\*
24=28. que / atinge um maximo relativo em arctg>-. 1+ <;>
Entdo, 2B=m—2A . Esta equacio é equiva-
_ 1 1 1 _
lente a A+B:§,deondeseconcluique m _1+x2_ﬁxl+l_
C:E x2
2" :
a) Seja xe€ 0,7 ;

Portanto, o tridngulo é retingulo em C. ) Sel 10,7 =L 1, x

(x>><rcos<x) 1+x2 x* x2+1

rsen (2 =
2 2 2
m 2x) + beos (2x) = alx)=2C- 2L S xo= =1 1 _y
aasen( x) + bcos (2x) 2 2 T+x2 1+x2
=b [Esen (2x) + cos (2x)| = 2% 2sen (E) cos (i) Dado que a fungio derivada é nula em R",
=b [tgax sen (2x) +cos (2x)] = = Trz_ ; = a fun¢io é constante.
l_n_ _n_m :
) 0 2(x — Como arctgl+arctg—=="+-—== conclui-se
=b [senx sen (2x) +cos(2x)] = :’%— r X;enx: rix zsenx) . 1 4 4 2°
cosx que Vx €R’, arctgx + arctgl: I,
-b [senx sen (2x) +cosx cos(Zx)] _ Seja x=m. x 2
o )cosx ale) =17 ¢ r(n—senm) r(n-0) gs2
—px SOS\EX TX) ) cosx _y, 2 2 2 2
cosx cosx

Seja x € |m, 27] .

@ Vamos comegar por verificar que:

f' (arctg%) =0

a(x)=nr2-aQn-x)=

_P2r-x-sen(2n-x)] _

x x x =nr 2 -
f'(x) :%eicosx—ezsenx:ez(%cosx—senx) efn-2mextsen(ox)]
. 1) - 2 -
arctg= | =
f ( gz _ r2(x—senx)
arcgl - 2
_ 2 1 1 1
=e 5 cos (arctg3 | —sen arctg> b) 2,1 m

~ 1_,. 1_ -1 ~
Seja arctgz—y ’ arCth Yy 2 m tg(arctgx) =x = (tg(arctgx)) =1=

De tg?y+1= ,com ye [0,Z] = arctg'x X tg'(arctgx) = 1
cos?y 2 1
) 2 Como tg'(x) =——— , tem-se:
conclui-se que cosy=-"=. cos?x
Vs , 1 1
1 ) tg'(arctgx) = > e
Entdo, cos <arctg—> =cosy=—"=. cos? (arctgx) " cos?y
2 Vs
1 ) 1 Dado que:
tgyzz/\cosy:ﬁzseny:ﬁ; carctgx =y <= x =tgy
1
portanto, sen (arctg%) =seny= % . g’y +1= cos?y
Entdo, conclui-se que x2+1= 1
arctgd cos?y
] 1 2 1,2 1 3
f (arctg—) =e (— X—2-— —) =0. Entao,
2 2ViTVs :
‘ . tg'(arctgx) = —————— =
Para concluir que a funcio atinge o extremo e cos? (arctgx)
identificar se é maximo ou minimo, calculemos N Y
a segunda derivada de f em arctg % . cos?y
£ ' Finalmente,
f'(x) = ez(fcosx—senx) =
2 arctg'x x tg'(arctgx) =1 &
=%ei (%cosx - senx) te? (—%senx - cosx) = Sarctgx x (x2+1)=1&
) 1
x & arctg'x =
=e’ <lcosx—lsenx—lsenx—cosx): x+1
4 2 2 Entd
. ntio,
:ez(—icosx—senx> 17
4 [arctgx +arctg —] =
arctg ! *
f"(arctg%) =e ’ <—%X%—%> =arctg'x + (arctgl)=
x
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Primitivas e
Calculo Integral

Nota: nas respostas a todas as alineas dos
exercicios 3,4, 5,6,7,10,20 e 21, ¢ designa

uma constante real.

1. Nog¢io de primitiva

n x3; x3+1; x342  (por exemplo)

a) F(x)=senx+2

b) F(x) =sen x —

7V/x12
12

5Vx?

2
x+C
2

2Vx?
9
f) 3\3/;+c

g) 2x5—x3+3x2—-S5x+c¢

+c

d)

€)

+c

3
h) 28\7;—3TM+ST\/F+c

j) 3x+2x2—x§—x—4+c

k) 13,4 5
x

(2 + 1)26
a) T +c
b) ——°°Z4x+c
2/(x2+ 7x +5)°
3
(4x3+7)"
dy T
) Tt
1 s+¢
2(ex+1)
/ 3
2x
f) 7(326 ) +c
3
g _ (1 +cosx) i

3

b) +4e*+c

2V/x3
3

1 £
c) —W—\/ze +c
d) 2(e"+4)° + 35+ ¢
e) e‘g"+3(x2+7)4+c

3
Bx+1)

f) 2evr—
) 2e 9

a) ln|x|+l+e"+c
x

b) 4In|x| +x§+c

In(x2+7)

5 +c

In|1 + cos (3x)|
— " 4c

d) 3

e) %Z+x—3ln|x+2|+c

a) 2Inlx|+3e*+senx+c
b) sen(e*+2)+c¢
c) %Z+sen[ln(x)]+c
sen (x2+ 2x)

2
e) 2Vx —cosx+c

cos(4x3+5) i
12
e —cos (e)

2

d)

f) -

F(x) =%—cosx+4

F(x)=3ln‘x_3‘+3—3ln(2), em 10,2[

x—2

a) x senx+cosx+c

x2In (x) _x?
2 4
c) —e¥(x2+2x+2)+c¢

57,5

b)

2. Nogio de integral
a) 8 b) 10
a) ex+l

b) 31n[1+(3x+2)]

a) 52 b) 4

a) 4 b) 9

|
—_

Teste 2 5"‘5

Pags. 96 e 97

Grupo |
1. (A)
2. (D)
3. (B)
4. (B)
5. (C)
Grupo Il
1

1. a) ze“”“‘z"’ +¢,c€ER

8x3

b) ln|x|+6x+6x2+T+c,

2. 8 segundos
3.2

4. 28

N

5. a) 774 mg
b) 897 mil anos
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c) x77+x4+4x+c
3Vat 3V 9V,
8 5 2

24/ (x +2)°

e) f+c

f) senx

d)

g) — +c

h)

ln|33§—7| e
X2 2V

3
+
2 3 ¢

3 1
k) X—x-—1+
T Wil

(x+1)
7
m)e*+x2—-3x+c¢

n) e*+l+c
x

+c

0) e +2x+c
p) —Inll—x|+¢

_Infcos (5x-7)|
) S

r) V2senx+1+c¢

+c

tgtx

+c

)

(x4+1)
6

3
o Ve

+c

z) 24/tgx—1+c¢

a) esn’x + ¢
X H4x+3

2

esr (x2+1)
c) 5+ 10 +c

b)
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In(3 + ¢2v) ‘e
2

e) —2V1+cos?x +¢

d)

f) sen (2mx) — 2 cos (mx) i

21
g senlxztd)
2
h) 1 1

-———+c
senx 3sendx

i) %2+2x—7ln|x+l|+c

a)i

98
b) 3
c) cos ——cos8
d)

e)
f)
g)

e

L ST F N (SN

2)
b) 32
o) &4
d)
e) 125
f) -~
g)

h)

a) [ é crescente em todo o seu dominio, isto €,

em |1, +oof .

b) O grafico de f tem a concavidade voltada
para baixo em ]1,2] e tem a concavidade
voltada para cima em [2, +oo[ . O grafico
de f tem um ponto de inflexdo, cuja
abcissa é 2.

a)

b)

0

Tem-se, para qualquer x real:
. N
fl=x)= L) erdt= —Lce*f dt
Como a fung¢io definida por y=e~ € par,
o seu grafico é simétrico em relacdo ao eixo
0 x
Oy, pelo que J_x erdt= IO e’dt .
Portanto, para qualquer x real,
0 x
—x)=— 2t =— 2t = —

flox)==[ e [Jerdi=—fix)
Concluimos, assim, que f é uma fun¢io
impar.
Tem-se:

1I2l=v2t=-<-t=

—etge!
Tem-se, também, que V:E€ER,-#><0,
pelo que ViE€ER, e < e, ou seja,
ViER, e 1.
Vem, entio:

Se 0<x<1,

flx)= jo" erdt< jO” 1de< 1

flx)= J.x erdt=

0

1 x

:IO e*fzdt+jl erdt <

gfll dt+Jxe*‘dt< 1+[-e)=
0 1

=l+(—e+el)=1+el-e*<l+e!
Portanto, tem-se:
x20=flx)<1+e!
Por outro lado, tem-se:
VtER,e*>0

pelo que, para qualquer x>0, I:gftzdt
designa uma drea.

Portanto, tem-se:
x20=f(x)>0
Concluimos, assim, que:
x20=0<fx)<1+e!
Como a fungio f é impar, tem-se:
x<0=-1-¢1<flx)<0
Portanto,
VxE€R,-1-e1<flx)<1+e!

Logo, a fun¢do f é limitada.
Tem-se: N \

fix)= (IO e-fldt> =e
Portanto, tem-se Vx € R, f'(x) >0, pelo
que [ é crescente.
Tem-se, também:

f(x)= (e=) =—2xe=,
pelo que f'(x)=0<=x=0.



—c0 0 +00
+ 0 -
f U p.i. |

Logo, o grifico de f tem a concavidade
voltada para cima no intervalo ]-c0, 0] e
tem a concavidade voltada para baixo no
intervalo [0, +oof .

O ponto de abcissa 0 é ponto de inflexdo
do gréfico de f.

d) y=x
e) Como ja vimos, tem-se ViIER, e < 1.
Portanto, tem-se, Vx € IR"
=(Ter 1dt=
lx) IO e dt<J0 1dt=x
Portanto, Vx € R, flx)<x

f)

a) t=0et=4
b) 328 m

B o31s€
B oec
30

a) 3\/§+2+§
b) 4+m

a) fix)=0=x=0Vx=2Vx=4;
flx)=3x2—-12x+8;
_6- 2\/— Lo 6+2V3
3 bl

fx)=0¢=x

6—?/3_’]

f é crescente em ]—oo,

- [6+§\/§,

+ o [ e é decrescente em

[6-2\/§ 6+z\/§],
3 3 |’
fx)=6x-12;

f'(x)=0 <> x=2; 0 grifico tem a
concavidade voltada para baixo

em ]-co,2] e tem a concavidade voltada
para cima em [2, +oo[ ; 0 ponto de
coordenadas (2,0) é ponto de inflexdo
do grifico.

b)

c) —

d)

(L [*Y)

b 4

e) Sao iguais.

cemmmm=ad

b 4

Nimeros
Complexos

1. Introducio aos niimeros
complexos
B Vi
n Para quaisquer ntimeros reais a, b, ¢, d,
e e f,tem-se:
«(a,b) +(¢,d)=(a+c,b+d)=(c+a,d+b)=
=(¢,d) + (a, b)
[(a,b)+ ¢, d ]+ (e,f) =
=(a+c,b+d)+(e,f) =
=(a+o)+e, (b+d)+f) =
=(a+(c+e),b+(d+f))=
=(a,b) + (c+e,d+f)=(a, )+[(c,d)+(e,f)]
“(a,b) x [(c, d) + (e, f)] =
=(a,b)x (ct+e,d+f)=
(a(c+e) b(d+f), (d+f)+b(c+e))—
= (ac+ae—bd - bf, ad + af + bc + be) =
= (ac—bd, ad + bc) + (ae — bf, af + be) =
=(a,b) x (¢, d) + (a,b) x (e, f)

Portanto, a operagdo + ¢ comutativa e
associativa e a operacio X € distributiva,
relativamente a operagiao + .

B Tem-se, para qualquer (a,b) pertencente
a R*, (a,b)+(0,0)=(0,0) + (a,b) =
=(a+0,b+0)=(a,b) .

Portanto, (0,0) é efetivamente elemento
neutro da operagio +.

a) -2 b) 7 ) 3 d) 1
e) -6 )0 g) 0 h S

H -7 +8i

ﬂ Numeros reais: z5 € 2
Numeros imaginarios: z;, 2,, 23, 24, % € %7

Numeros imaginarios puros: z,, 2; € zg

x=1ey=2
B 2 -4
ﬂ 8 +34i

m 21=3+2i; 2,==3+3i; z3=—1-3i;
2=1-2i; 25=—-2; zs=1i

11 I
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I (z)‘ N
O Re|(z) ’
b) T
o Rel(z)

m 2<Re(z) <4 A-3<Im(z) -1

2. Operar com niimeros
complexos

a) 1-5i b) 2+3i
) —1-i d) —4+3i
e) 6 ) Si

15 EPRELS
16| —2V3-2i

a) 7 b) 1 c) 2

a) 13 b) 2
m 4 -3
BY i) Goi) = (eei) (347) =

=(z+i) (z+i) =z +i’

c)\/2_9

21 I8 V3+3i
a) Im Z)A N
// \\
/ N\
o] 1 Re (z:)
NC 7
N /

210 Respostas dos exercicios propostos

b) Im ()T
v
/ \
1| JRe (Z:)
\ /
N o
C) m z)A N

y

a) —i b) —%i )

2 _3. 1.1

d) = -2
)13 13 22

12, 8 .
e) E+El

Im (2)

A 4

Re (2)

3. Forma trigonométrica
de um nimero complexo

n Sm . _3m
a) 35 e 3 (por exemplo)

b) m, —m e =31 (por exemplo)

) §+2kn,kez

a) 1 b) —i 1,V3

c) _E+TZ

m e'* _cosotiseno _

e® " cosP+isenp
=cos (0.—B) +isen (00— B) = ef@~P = gfo-ib

i3 iX
a) 6e ° b) 7e® c) 9e*
i in
d) 12ei e) 2e * f) VS0e *
a) 10 b) 5i ¢) —3-V3i
iT i’
a) 2e’ b) 4e °
,‘%" i(arctg(—%)+n)
c) V24e d) V29e

E p=2ce azzg—n

a)% b) —

wly i

c)n d) -

35 [
E.s

i*ﬂt ,'3J
a) Ze( )

s b)e7

4n An

an fcid

c) Zel ’ d)e’

a) =24 +0i

m 23 -14i

a) 0+4i
41/ P=ﬁ;9=—
2

—1.9=C
m p=1; 9—6
43 [PV IPY

—9. g=lim
m p=2; 0= 4
45

il

n

b) -3 +3i

b) 2 +2V3i

Rk

1

7

e-ia

(e,m)" + = e—imx + eina =

=cos (—no) +isen (—na) + cos (nor) +isen (no) =
=cos (n0,) —isen (naL) + cos (naL) + isen (no) =

=2cos (na)



4. Raizes de um niimero
complexo

i iT 9n j3n jA7m

1 T 1

mZe 0 2%, 20, 2e 0,2
>

Im (2) )i

Re (2

@
a) V2e

a) \/Ze \/_e \/—e
by 0, 1,7, -1, —i
¢) 2i, —V3-i,V3-i

B .3, 2-3
50]

a) 1-4i, 1+4i
b) 0, 3-2i, 3+2i
) -2i,2,-3,3

m 3-2ie 3+2i

b) 16V2i

jn

b \/_ T

Teste 3 ‘|‘

Pags. 156 e 157

Grupo |
1. (A)
2. (B)
3. (A)
4. (B)
5. (€)
Grupo Il

1. a) Como D; ¢ limitado, s6 podem existir
assintotas verticais. As retas de equagdes
x=—1 ¢ x =§ sdo as Unicas assintotas

2

verticals ao grafico de f.
b) Tem-se f‘(x) = (Hﬂ):
cosx
_ (2 —senx) cosx — (cosx) (2 — senx) _
cos2x

_ (~cosx)cosx —(~senx)(2 —senx) _
cos?x

_ —cosx +senx(2 —senx) _
cos?x

_—cos’x +2senx —sen?x _
cos2x

_ 2senx —sen?x —cos?x _
cos2x

_ 2senx — (sen2x + cos?x) _
cos?x

_2senx—1
cos2x

c) y=—x+2

d) f é decrescente no intervalo e

gy
2’6

é crescente no intervalo

A fungdo tem minimo absoluto para
ng e tem-se f(%) =V3.
e) O gréfico de f tem a concavidade voltada
para cima e ndo tem pontos de inflexdo.
2. = 3,54 gramas
3. a) 1-i
b) p=V2 e o= —113—;
) 39V3
4

b) —9 +46i

QZH_M:

zl [

5. Tem-se w=%, pelo que

b) 6+8i
d) —24-5i
f) —2i

g) 2+i h)y 2-2

a) 4+2i
b) —972+972i
c) 11-4

& .-
65 kA
10
B 1in
24

b=-1

NI?—I

24 10

& .

a) z=\/ze_lz; w=v2e *

i \/E+\/Z+\/E—\/Ei
’ 4 4

n_Ve+ 2 en® V6-v2
12 4 ’ 12 4

m Tem-se:

|z — 1] = |eie — 1] = |cos (2a1) + isen 2a) — 1| =

b) e

c) cos

= |cos(20) — 1 +isen (20))| =

= \/(cos Qo) -1 )2 +sen2(2a) =

=1/cos2(2a) — 2 cos 2a) + 1 + sen2(2a) =

:\/2—2 cos(20) :\/2—2(c0520c— sen2q) =
= V2-2costo+2sen2o =
:\/2(1 —cos20) + 2sen2aL =

=v2sen2o +2sen20 =V4sen2o =2 [senol =

0. %

=2seno (note-se que, como o€ |0, >

tem-se seno.>0)

71 [

T+z L+ewo
= 1 =
1+ cos(2a) +isen 201)

1+ cos(2a) —isen (20) _
[1 + cos (Zoc)] : +sen2(20)

1+ cos(2a) —isen(2ar) _
1+2 cos(2a) + cos2(2a) + senz 2a)

_1+cos(20) —isen(2a)

B 2+2 cos(20) N

_ 1+cos (201) —isen (201) _

2 [1 + cos (2(x)]

1 +cos(20) —isen (20)
1+ cos(2a) B

1+cos (Za) sen (20)

1+ cos (20() 1 + cos (20()]

|
(1 . 2seno.coso. )=
-3
=5 (1

X

NSNS R R IR

1 +cos2oL—sen? o

1— ZSenoccos(x> —l(l _isen(x> _

2cos2o 2 cos o

—itgol)
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a) A condi¢do |z|=|z—3i| define, no plano
de Argand, a mediatriz do segmento de reta
cujos extremos sdo a origem do referencial
e o ponto de coordenadas (0, 3) . Esta

mediatriz tem equacdo y =% . Portanto,
todos os niimeros complexos que verificam a
condi¢io [z|=|z—3i| tém parte imaginaria

: 3
la 2.
iguala 5

b) Tem-se z=x+ %i ,com x>0 .Portanto,

3V3

k=3 r+2=9x=3Y3

4 z V3
Logo, sendo 8 =Arg(z) ,tem-se tgf=-L>
pelo que, como o afixo de z estd no

primeiro quadrante, se tem Arg (z) =% .

el + Lol = |2 — 0] =

=zz+ww- (z-w)(z-w) =

=z+ww- (z-w) Z-w)=
=z2z+ww—- (2z-z2w-zZw+ww) =

=zw+zw

m T 4z=(e) +eiv=g-dia 4 pio=

= p-ia (e—Zio( + era) —

=i [cos (—20) + isen (—2a) + cos (20) +
+isen(2a0)] =

=g i [cos (201) —isen (20) + cos (2a1) +
+isen(2a)] =

=2 cos(2a) e

E l+z+z2:1+e'°‘+(eiﬂ)2:1+ef°‘+ez"°‘:

=1+coso+isena+cos(20) +isen (20) =

=1+coso +iseno +cos?o — sen? o+
+i2sencocoso =

=cos 0L +2cos20,+i(sen o+ 2 sen o cos o) =

=cos0.(1+2 cosar) +iseno(l+2 coso) =

=(1+2coso)(coso+isenar) = (1+2 coso) e

Como (XE]O, g[ ,tem-se 1+ 2coso.>0, pelo

que (1 +2coso) e éa forma trigonométrica
de T+z+2*.

Portanto, o é o argumento de 1+z+22.

U Tem-se z=cosa+isena e

w=cos<g+(x)+isen(%+oc)=—senoc+icosoc
Portanto,
z+w=(coso.—sen o) +i(sen o+ cos o)

Como aE]O,%[,tem—se sena. >0, cosa>0

e coso >send , pelo que coso—seno >0
e seno+coso>0.

Logo, o afixo de z+w pertence ao primeiro

quadrante, pelo que Arg(z+w) € ] 0, %[ .

212
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77

T
72
ﬂ 3+4i

a) §

b) z=1+V3i; w=3V3-3i

5
Fud PRl
a) Tem-se w=<\/§e 8) =4v2e ® .

8§ 8§ 8 2°
b) 4
a) b)
Im(z)“ ]IH(Z)“
oz L%
CRe@ Re (2
c) d)
]_;'Iz-l(zl:; Im(z)A G‘ZZ
>z .
Re(z)' Re(z)'
e) f) (1 +%i>z=z+%iz
Im(z) T Im (2) 1 s
o3 Ive 2
N 4
Re (2) 74 "'>
— z z
-iz
Re(z)'
a) Im (z)T
TN
/ N\
(0] Re z):
\ /
N | L
b) i
O Ré (z)

c) Im (z) T
1
O Re z);
d) m o F
v -
a4 \
O Re (z:)
\ Vi
N~ L
e) Tm z)AL
y
\
O Re (z:)
/
N~ L
f) Im ()T

4

=G +4)| <S Al 2 le—(3+4i)| ARe(z) <O
17 n

n Sn 3n 13n 7n

i—= == ==
a) 2e 2, 2e ', 2et, 2e 2, 2e 2, 2e "

b)

Im ()

¢) Perimetro: 12 ; Area: 6V3 .

B

Apresentamos duas resolucoes.

°z e w sdo raizes quintas de um mesmo nimero
complexo se e s6 se tiverem 0 mesmo mddulo e a
diferenga entre um argumento de w e um

argumento de z for um maltiplo inteiro de ?n .

.
s
Tem-se z=V2e *.



Portanto, |z]=lwl=V2 e
2n_r_2ln_Sn_len_dn_,, 2n

20 4 20 20 20 5 5

Logo, z e w sdo raizes quintas de um mesmo

nimero complexo.

® z e w sdo raizes quintas de um mesmo

nimero complexo se e s6 se 25 =wS .
sn 21x

=V2et ew=vV2e ! ; dado que

24ﬂ - %E = 14ﬂ =2 X 2n, conclui-se que

P=ws.
18- 26i
—3+42i, -2-3i, 3-2i

-4-3ie 443

x ; on J3n JA7n

11— ZE 11—
10 2 10 10 10
2e ", 2e7,2e 7, 2e 7, 2e

2, -1+V3i, -1-V3i

iSn

V2e'?
0, -2, 1-V3i, 1+V3i
10 1,V3, 1. V3,

2 2 2 2
m iz?" i“s—" i% i§5ﬂ
0,1,e”’,e’,e’ ,e

i e i3
B . vz, v
a) —2i e 2i
c) 3-2ie 3+2i
e) 1, 1—-ie 1+i

a) 8¢ > b) 0 ¢) 4

m 4-3i e 4+3i

b) =3i e 3i
d) 0, —-Sie Si
f) 2,2, -Sie Si
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o Be Eo &Zo
E o & © ® & ®
109J7) © Ho B o
E o ® o @ e
E ® Be B
121 G ® BEe Eeo
125 ) © ® E e

EHw Beo Beo B o
Eeo Beo BEe BEo
e BEo Bo BEo
B o B e

143]

a) t=0 b) t=-1
c) t=1 d) t=5Vit==§
e) t=37n+2kn,k€Z

144] x=ig+kn,kez

m z € Imaginario puro = cosx =

1
=
3
2
:>tg2x=8:>2—thx=O:>
=z, éreal
a) z=xV10i
b) z=1+V3i

c) x=3Vx=-3Vx=3iVx=-3i

d) x=0Vx=3+iVx=3-i

e) 2=0Vz=+V2i

f) 2=4+3iVz=4-3i

g) x=1V4x2-4x+17=0=
<:>x=1\/x=%i2i

3

=2 Ay=1
a) x D y
b) x=1Ay=4

a) 8+2i b) 3-2i ) -9
d) (-2v3-1)+(2-v3)i

e) cos(2x) +isen(2x)

a) x=—2Ay=3

b) x=-21Ay=3

c) (x=1Vvx=—1)Ay=-1

d) (x=2Ay=6)V (x=-1,2Ay=-10)

E b=—2/\a=—%
151]

a) 3+yi,yER

E —a+bi

b) —%+yi,yEIR

1,3

-1 b) —=+2

a) +1 ) 2+21

1 1 2 3.

11 d) 2 -2

9377 ) 35730

_1_4;

e) 2;311 f) 3 51
g) —g*‘gl

a) < % b) —4-4i
c) -1 d) —1—i
e) 3+3i

b) z=1+iVz=1-i
c) Substituir z por x+yi

2=-V24+V2iVz=V2-V2i

a) lal=1bl, a#0
b) labl=2,5

=P
<) |a|+|b|—4

a) a=2b

D=C+BA=-5i+(3+2)-(-3-2)=6—i

b) b=3a

B o, 24, 240, —2-i, V5i, -5

a) b:—§+2kn,kEZ

b) (b=%+2kn,k€2/\a=§)\/
v(b:%"ukn,kez/\a:_?)

c) a=2/\b=§+2kn,kez
162 [P}

163 [P}

B2 eloo,—2U1, 2
=

a) di=4e?
5.5._5V2 7%

b) 24+2;=

) ytyieTe
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m j - _ﬁ —1 - 155’[
—_— = - + =
z—1 ) e

2
Bl 2¢ P =-1+V3ie

(1-2iv3)(-1+V3i) -5-3iV3=0.
E verdade.

2 1

a) == b) —
Vs Vs

o) 4 d) 2+V3
5 2Vs

a) —%—%:—lOTI::—SXZﬂ:

b) —%—(—%)zﬂnz@dﬂ

a) p:2/\e=§+2kn,kez
b) p:(‘/i/\ez“s—“+2kn,kez
c) p:\/EAG:%+kn,kEZ

E=2psen6; Im@) T A
CB=2pcosb 1)

=

Area [ABC] = Re (2
_ 2p?2senBcosO B
==

= p?sen(26)

a) eim

i(-% Rl
b) Por exemplo, w=3e ( 6) ou w=2e °.

c)\/g
174

i
2) 3\2/56 2_-3V3+3 3v3+3,

4 4
7n_—V3+1 7n_V3+1

b) cos-—=——""—— sen-— =
12 2v2 12 2v2

175 a:a—n+kn,kEZ

176

1 1
a) |z]=4/tg0+1= =
) & Vecos2@  lcos6|
b) e:§+kn,kez

2
13

eir
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FEL

179
a) 4e %

b) a:%ﬂen,kez

a) V3 -63i
L
b) %e 2 =04

m a=2Ab=8
182]

a) |ai|=1=> || =13 Como AéBzg e

OA=O0B, o tridngulo [AOB] é
equildtero.

b) z,=4e°

E (ei(—cc))3 —e i(*30t—%+a) Y i(*Za—%)
=
e

2430
x( 20<+z)

184

a) <%>n=i"= (elg) =e,"7" ;
Vn€IN, o numero (ﬁy tem a imagem
sobre os eixos.

b) n=4

28 5 i
a) 23=2e ' &=z=V2e¢ ’V
3 iz 3 fud
Vz=V2e ' Vz=V2e ’
b) n=3+6k,kEIN,
ion j37m
a) Bu_~2e™ Cr2e ™

i3
b) w=64e * =-32V2-32V2i

1.V3.) V3.3
Y ﬁ(frT’) 25 VEesi_
1. v3.\ 3 V3. 3-V3i
2 (z*?) 272!
_(V3+3)(3+v3i) _12i_
943 12

b) O perimetro é 4V2 .

c) w=i=-1

i3l
a) z=ge N
T 3T
b) w=§e 2Vu/=ge 2 @w—iﬁi

(3o
a) Se(2 )
b) a+bi) =3-4ie>=2Ab=-1)V
Vi=-2Ab=1);2-ie -2+i

,',L+kl
0 z:Oszge(zo 2), k=0,1,2,3

@ Circulo de centro no afixo de z, e que
passa na origem.

a) Substituindo x por x, e substituindo x
por x, naequagdo dada obtém-se
afirmacoes verdadeiras.

b) w=8e =8

3 %
c) ‘ze”‘—\/ze 4

1
=4/=+1>1
4

3n

d) |z—\/§ei4
193

a) lz—1+2i>3
4e1g

1-V3i

[2i-(1-2i)|=-1+4il=V17 >3

=‘—%+1—i =

=|_%_,‘

Vs

T2

b) =2ie

a) (=1+2i)=-3-4
i
b) 2,2,=3V2e ', n=4

c) Circunferéncia de centro em (—1,-1)
e raio 3.

B 1 cll<2 Akl 1+



197

a) Temdeser a<OAb>-aAVd' +b°<6
Exemplos:
a=-1¢ b=3;a=-3 ¢ b=5;
a=-1¢e b=-5.

by -2+13;
575

b,) 2z +w| <6 &

<:>‘z+% <3

a) 10x+x2+y2< 11 & (v +5) +y2< 36
As duas condi¢des definem o circulo de
centro (-5,0) e raio 6.

b) (z-2)iz2 & -2y32 & y<-1

Im (z)

-5 ol\1 RC(ZZ
L4

@ Sendo z=x+yi:

27

a) 2y<x2+y2/\z3=—?i<:>

<=>x2+(y—1)2>1/\

o) |y+1]<2V-(4-i<3
Im (2)

d) |z=(-1+2)|<4Ay>0

@ E a mediatriz do segmento [AB] com
A(-2,3) e B(0,6) definidaem IR* por

m Sendo z=x+yi:
a) |z—(—1)|<2/\yz>x2

Im (2)

Re (2

b) (x—2)2+y2=2+x(:)
Sy =8x = y=12V2x

c) \/(;vc—1)2+))2>2\/9c2+(y—l)2 =
<=>(x—l)2+y2>4(x2+(y—1)2) =

1\ 4\ _8
= _ <_
®<x+3>+<y 3) 9

a) |z—=5-2i=|z-1-4i; y=2x-3
b) x=yAy=2x-3Ax>0&x=3
P(3,3)

203

a) 0<Arg(z—1—2i)<§/\|z—1—2i|<3

b) %<Arg(2)<%/\lz—4il>lzl ou
E<Arg@) <EAIm () <2

c) |z—2—2i|<2/\0<Arg(z+2)<§/\

A%gArg(z—Z) <n

d) |z—\/ﬁ|+|z+\/ﬁ|=8
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